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ABSTRACT: The present paper deals with certain probabilistic paradoxes employed as
a means of mathematical activation of a pupil.

1. Uvod

v didaktice matematiky, je problém zarazeni stochastickych idei do
matematiky ,,pro kazdého*. Stochastické zavéry jsou nyni dilezitym
prvkem jak matematické, tak i obecné kultury soucasného clovéka.
Obsah a forma zde predstavenych uloh a problemi odpovidéa didakticke
koncepci, jejiz podstatou je matematické vzdélavani, tedy vyuka
matematiky nejenom pro ni samotnou, ale také pro jeji vzdélavaci
hodnoty. Stochasticka problematika miize byt ptredstavena v Skole jako
specificky prostfedek matematické aktivizace zaka.

2. Stochastické intuicé a ich vzdélavani jako dulezity cel
vyuki poctu pravdépodobnosti

Specifikou stochastické problematiky jsou mnohé paradoxy, které
nam ukazuji, jak Spatné jsou naSe stochastické intuice, jak chybné
formulujeme zavéry tykajici se ,,svéta ndhody” (viz [1], [3] a [5]).
Didaktika matematiky je nazyva stochasticka prekvapeni. Ve ,filosofii”
poctu pravdépodobnosti ptedstavené v [2] a [3], jsou tyto paradoxy
zvlastnim prostfedkem matematické aktivizace a take specifickym
prvkem stochastického vzdélavani. Vysvétlovani piivodu téchto paradoxi
muze vézt k odhaleni novych pojmt. Paradoxy spojené s netranzitivnosti
jistych relaci ukazuji pojem pravdépodobnostniho prostoru jako
dualezitého prostfedku argumentace.



Ke specifice stochastické problematiky patii role empirickych
udajt (zvanych statistické udaje) v procesu matematizace a argumentace.
Statistické udaje ndm mohou v mnoha ptfipadech napovédét tvar
pravdopodobnostniho prostoru jako stochastického modelu. Tyto udaje
jsou v mnoha situacich jistym zdrojem informaci o fesSeni stochastické
ulohy.

V mnoha ptipadech odhaluji empirické tidaje ptekvapujici fakta.
Pokus o jejich vysvétlovani na zakladé matematiky vede ke zformulovani
a feSeni jist¢ matematické tlohy. Takové stochastické ulohy inspirované
empirickymi 0daji spliiuji dalezitou roli ve stochastickém vzdélavani. V
této prace (a taki v knize [2]) je ukédzéna jejich zvlastni role v
matematické aktivizaci zéka.

Nekteré jevy se ndm na prvni pohled zdaji stejn¢ pravdépodobné
(1 kdyz takové nejsou), nékdy se zda, ze ze symetrii vyplyva spravedlivost
jistych ndhodnych her (tfebaze tyto hry spravedlivé nejsou). V knize [2]
a [3] jsou shromazdény razné situace, ve kterych jsou takové intuitivni
zavery (Usudky) chybné. Zakladem k zpochybiiovani pravdivosti téchto
intuitivnich tsudkt jsou empirické udaje. Skutecnosti v nich odhalené
jsou v mnoha pfipadech ptekvapujici. Vznika tedy potieba jejich
matematického vysvétleni. Setkavame se zde se zvlasStnimi motivacemi.
Organizace reflexe a posteriori je neobvyklou matematickou tlohou.

O této reflexi a posteriori se mluvi, kdyZ se snazime vysvétlit na
zaklad¢€ poctu pravdépodobnosti:

- pro¢ skoro v poloving tfid jsou Zaci spoleéné oslavujici narozeniny, i
kdyz se zda velmi malo pravdépodobné, aby se ve skupiné kolem dvaceti
osob potkaly dve€ osoby oslavujici narozeniny ve stejném dnu;

- pro¢ jsou ve sportce tak Casto (Castéji nez se nam zd4d) tazena dvé po
sob¢ jdouci Cisla;

- pro¢ v mnoha opakovanich hry rub a dva lice - dva lice a rub jeden z
hract vitézil skoro tfikrat castéji nez druhy, i kdyz - vzhledem ke
zfejmym symetriim - hra vypadala jako spravedliva.

3. Paradox spole¢nich narozenin

Jev nazyvejme prakticky nemozny, pokud jeho pravdépodobnost je
mensi nez Cislo o = 0,05. Jev nazyvejme prakticky jisty, pokud jeho
pravdépodobnost je vétsi nez 0,95. Nahodné se setkalo n osob 2 O n ©
365). Zajimd nas, ve kterém dnu kazda z nich slavi narozeniny.
Ptedpokladejme (coz je tady jistym zjednodusSenim), Ze rok ma 365 dnii
(narozeni 29. Gnora mizeme povazovat za narozeni 1. bfezna). Uvazujme
jevy:
A, = {kazda z n osob slavi narozeniny v jiném dnu},
B, = {nejméné dvé z nich slavi narozeniny ve stejném dnu}.
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Zda se, ze jev By je prakticky nemozny, ze jev Bso je malo
pravdépodobny.

Do autobusu s 50-ti cestujicimi nastupuje ¢lovek a nabizi
cestujicim sazku: - Jestli kazdy z vas slavi narozeniny v jiném dnu, dam
kazdému korunu. Ale jestli jsou mezi vami alespon dve osoby slavici
narozeniny ve stejném dnu, da mi kazdy z Vas korunu. Ptijal bys takovou
nabidku, kdybys byl jednim z cestujicich? Jednal tento ¢lovék rozumng?
Jaké je riziko, ze prodéla 50 K¢ (pokud cestujici ptijmou jeho nabidku)?
Jaké jsou jeho Sance na ziskani 50 K¢? Nez vytesis posledni tlohu, zjisti,
v kolika tfidach tvé Skoly jsou dva Zaci oslavujici spolecné narozeniny.
Autor této prace nezna tvoji Skolu, ale pfesto tvrdi, ze skoro v poloviné
tfid jsou takovi Zaci. Odkud mysli§, Ze autor mohl ziskat takové
védomosti o tvé Skole? Neni snad tato skutecnost odhalend ve tvé Skole
piekvapujici?

Skoro v poloviné tifid se vyskytuji Zaci spoleéné oslavujici
narozeniny, coz se zda byt uplné nepravdépodobné. Zjisti, ze v skupiné 50
(nahodné¢ setkanych) lidi jsou nejméné dv€ osoby, které slavi narozeniny
ve stejném dnu. To jsou piekvapujici empirické fakty. Vznika tady
otazka: jak vysvétlit te paradoxalni fakty pomoci matematiky?

Plati: P(B1s)> 0,5, P(B) = 0,706, P(Bs) = 0,994 a

PA4,)=1-PB,)pro20On O 365.
Jev Bso je tedy prakticky jisty, jev Aso je prakticky nemozZny. Je to snad
prekvapujici fakt, je to stochasticky paradox. Clovék, ktery riskoval 50
K¢ nabizeje cestujicim sazku, si mize byt prakticky jisty tim, Ze vydéla (a
ne prodéla) 50 K¢.

4. ,Netranzitivni* kostky - netranzitivni relace

Rekvizitou ve hie jsou ti1 kostky: ki, k» a k3. Hra¢ G si voli jednu z
téchto kostek, hra¢ H jednu ze dvou zbyvajicich. Na znameni kazdy hazi
svou kostkou. Vitézi ten, kdo hodi vétsi pocet tecek. Ze dvou kostek je
lepsi ta, ktera dava svému hraci veétsi Sanci na vitézstvi.

Pokud hraéi jiz maji své kostky, mizeme vypocitat, jaka je
pravdépodobnost, Ze zvitézi jeden z nich a jaka, ze zvitézi druhy. Je-li
Sance hrace G v takové hie vEtsi nez Sance hrace H, fikame, Ze kostka,
kterou hazi hra€ G je lepsi nez kostka, kterou hazi H. Dale ukaZzeme, Ze se
da najit takové kostky ki, k> a ks, Ze kostka k; je lepsi nez kostka k, a
kostka k> je lepSi nez kosta k3. V této chvili bychom chtéli fict: - Kostka
ki je nejlepsi, protoze je lepsi nez kostka k, i nez kostka k. Zda se to
samoziejmé. Kdyby hra¢ G mél narok na pfednostni volbu kostky, urcité
bys mu poradil volbu kostky ki (protoZe je nejlepsi!). Takova rada muize
byt Spatnd, co se zda paradoxni.

Uvazujme tii kostky: ki, k>, ks, jejichz sité predstavuje obr. 1.
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Lze dokazat, ze kostka k; je lepSi nez kostka k», Ze kostka & je lep$i nez k;
a ze kostka ks je lepSi nez k& (viz [4]). Pro kazdou kostku existuje kostka,
ktera je lepsi. Jak vysvétlit tento paradox?

Soupeft hrace s prednosti (pii volbe kostky) je v lepsi situaci. At si
1. hra¢ zvoli kteroukoliv kostku, jeho soupef ma vzdy moznost zvolit si
lepsi kostku, ¢ili takovou, kterda mu dava veétsi nez polovicni Sanci na
vitézstvi. Narok na prednost zde neni vyhodou, ale naopak, v popsané
situaci je lepsi se této vysady vzdat. Zadna z kostek ki, k» a ks neni
nejlepsi. Jak se vysvétli tento paradox?

Dévcata se hadaji o to, ktery ze tif jejich znamych je nejlepsim kandidatem na
manzela. - Borek je lepsi nez Cyril, protoze je vyssi! - ika jedna. - Ales je lepSi nez
Borek, protoze lépe tanci! — tikad druha. Vyplyva snad z téchto hodnoceni, ze Ales je
nejlepsi, protoze je lepsi nez Borek, a Botek je lepsi nez Cyril? Samoziejmé, Ze ne!

Otazka na nejlepsi z kostek je stejn¢ nesmyslnd, jako je otazka na
nejlepSiho kandidata na manzela. O tom, kterd z kostek: k1 nebo 4, je
lepsi, se rozhoduje v stochastickém modelu pro hazeni dvou kostek, &, a
k,. Srovnavani kostek £, a k3 se kona v uplné€ jiném pravdépodobnostnim
prostoru, stejné tak jako porovnavani Botka a Cyrila se kona podle uplné
jiného kritéria nez v pripad¢ AleSe a Borka. To, ze zadné z kostek neni
nejlepsi, nas uz nepiekvapuje, pokud si uvédomujeme skutecnost, ze v
ptipadé kazdych dvou kostek se setkdvame s jinym pravdépodobnostnim
prostorem (viz [4]).

Hry se Gc¢astni tfi hraci a kazdy ma jednu ze tii kostek k1, k> a k3 z
obr. 1. Kazdy hazi svoji kostkou a vitézi ten, kdo hodi nejvice tecek. Byl
jsi pozvan k takové hie. Nabizeji ti narok na prednost ve volb¢ kostky.
Beres tuto nabidku? Jak vysvétlis své rozhodnuti?

V situaci, kdyz hraci jsou tii (a ne dva, jako predtim) a kazdy hazi
jinou kostkou, je kostka k3 nejlepsi.

5. Paradoxni ,,netranzitivni" ruletky
Ruletky, onichz zde budeme mluvit, slouzi k losovéni C¢isla.
Vylosovanym ¢islem je Cislo sektoru, na kterém se zastavila Sipka.



Y g

1 T2 T3
Obr. 2

Ruletky, jejichz terce piedstavuje obr. 2, jsou rekvizitou ve
hte. Kazdy ze dvou hraci si voli jednu z ruletek a pak losuje ¢islo pomoci
své ruletky. Vitézi ten, kdo vylosuje vétsi Cislo. Lze dokazat, Ze Zadné z
téchto ruletek neni nejlepsi.

Hry se ucastni tfi hraci, kazdy losuje ¢islo pomoci jedné ze tii
ruletek a vitézi ten, kdo vylosuje nejvétsi Cislo. Lze dokazat, ze v této
situaci ruletka r, je nejhorsi, ruletky r a r; davaji hra¢im stejné Sanci
(jsou stejné dobre).
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Obr. 3

Hry se ucastni dva hraci. Jeden z nich voli jednu ze tfi ruletek,
jejichz terce predstavuje obr. 3. Druhy hrac voli jednu ze dvou zbylych
ruletek. Kazdy losuje ¢islo pomoci své ruletky. Vitézi ten, kdo vylosuje
vetsi Cislo. Jsi jeden z hract. Dostal jsi prednost pii volbé ruletky. Jak se
rozhodnes, pokud jde o volbu ruletky? Je v této situaci pro tebe prednostni
volba vyhodou? Lze dokazat, Ze ruletka r, je nejlepsi.

Hry se ucastni tii hraci a kazdy ma jinou ze tii zminénych ruletek.
Kazdy losuje ¢islo pomoci své ruletky a vitézi ten, kdo ziska nejvétsi
¢islo. Kterou ruletku by sis zvolil, kdybys m¢l pfednost a znal feSeni dvou
poslednich uloh?

7Zda se, ze mél bys zvolit ruletku 7,, protoze to je nejlepsi ruletka.
Takovy tsudek naznacuje feseni tlohy, avsak tato odpovéd’, coz nas zde
trochu prekvapuje, je Spatna. Snadno Ize ukazat, Ze v situaci, kdy se hry
ucastni ti1 hraci, je nejlepsi ruletka r.. Ruletka, kterd v piedeslé situaci
(dva hraci) byla nejhorsi, je nyni (tfi hraci) nejlepsi.
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Kazdy ze dvou hract si voli jednu ze tii ruletek 7;, 7 a i z obr. 4., kazdy
losuje ¢islo pomoci své ruletky a vitézi ten, kdo vylosuje vétsi ¢islo. Lze
dokazat, ze zadna z téchto ruletek neni nejlepsi.

Hry se tcastni tfi hraci. Kazdy z nich ma jednu z ruletek z obr. 4.
Kazdy losuje cislo. Vitézi ten, kdo ziska nejvétsi Cislo. Ted je nejlepsi
ruletka 7.

6. Netranzitivni soubory kamenii domina

Vezméme soubor 9 kamenti domina v pofadi zobrazeném na obr.

5. Kameny v tadcich tvofi ,,vodorovné” soubory: wi,w, a ws. Kameny v
sloupcich tvofti ,,svislé” soubory si,s> a s3.
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Kazdy ze dvou hract ma jiny ze tfi vodorovnych souborti kamenti.
Kazdy obraci své kameny teckami dold, micha je a jeden vytdhne. Vitézi
ten, kdo ma na svém vylosovaném kameni vic teCek. Lze dokazat, ze
soubor w, je lepsi neZ soubor w,, Ze soubor w, je lepsi nez ws a Ze soubor
ws je lepsi nez wy (Zadny z vodorovnych soubort neni nejlepsi).

Jestlize v popsané hie si kazdy ze dvou hract voli jeden ze
svislych soubord, pak zadny z té€chto souborti neni nejlepsi.

Vsimni si, ze Ctverec vytvofeny z poctu teCek na dominovych
kamenech v ulozeni z obr. 5. je magicky ctverec.

71015
214

31811
Obr. 6.

Hry se Gcastni tfi hraci. Kazdy ma jiny ze tii vodorovnych
soubori dominovych kameni (obr. 5.). Kazdy losuje kdmen ze svého
souboru. Vitézi ten, kdo vylosuje kdmen s nejvétsim poctem tecek.
Soubor w; je v této situaci nejhorsi. Soubory w; a ws davaji hracim stejné
Sance (jsou stejn¢ dobre).

Kazdy ze téi hra¢ti ma jiny ze svislych soubort s, s;a s; (obr. 5.).
Kazdy losuje kamen ze svého souboru a vitézi ten, kdo mé na svém
vylosovaném kameni nejvic te¢ek. Nyni je soubor s, nejlepsi.

7. Lepsi a horsi vysledky hodu minci



Vsechny vysledky trojiho hodu minci jsou stejné pravdépodobné.
To je samoziejmé. A mame jich osm. Nazyvame je série licti a rubii
delky 3. Pismeno o oznacuje vysledek padne lic, pismeno r — vysledek
padne rub. Hod minci (neni podstatné, kdo hazi) je opakovan ve hie tak
dlouho, az po rubu dvakrat za sebou padne lic (...r00) — pak zvitézi Ales,
nebo kdyz po dvou licich za sebou padne rub (...oor) — tehdy vitézi Borek.
Z faktu, ze vysledky roo a oor jsou stejné pravdépodobné, jakoby
(samoziejmé) vyplyva, ze Sance obou hracl jsou stejné (ze tato hra rub a
dva lice - dva lice a rub je spravedlivd).

Nez pomoci matematiky rozhodneme, jak je tomu doopravdy,
opakujme hru mnohokrat. Tato hra se da simulovat pomoci tabulky
nahodnych ¢isel. Kazdou z &islic: 0, 2, 4, 6, 8 interpretujme jako ,.lic” (o),
kazdou z dislic: 1, 3, 5, 7, 9 — jako ,,rub” (r). Zde je takto prelozeny
zacatek tabulky nadhodnych cisel z konce knizky [2] (vzal se ohled na 5
pocatecnich fadkl). Vodorovna ¢ara znamena konec hry.

000F-FOFIFOO-FFTTFOr00-FF00-00F-FOFTFF00-0FOTOFFF00-~

OFFOTOIrTOr00-FrrOrOrFrOr00-00F-00F-0FOF00-FOTTFFFITT00-

OF00-FFOTOFFFFFFFF00-0F00-001-00F-0F00-F00-F00-0F00-
OF00-FOFOr00-000F-FOO-TTFFFTFFFO0-FO0-ITTOF00-000F -
FFFFFOO-FFFO0-0FFOTT00-0FFFO0-FF00-FF00-000000F-00007 -
OFOFOr00-0FTFFFTOFOFrTOr00-000F.

Prvnich pét fadk tabulky ndhodnych cisel stacilo na opakovani
hry 41 krat. AleS zvitézil 30 krat, Botek - jenom 11 krat. Je to
ptekvapujici.

Kdyby byla hra spravedliva - jak to zpocatku vypadalo -
pravdépodobné by rozdily v Cetnosti vitézstvi nebyly tak markantni.
Rozdily Cetnosti se zde zdaji podstatné. Statistické udaje nas vedou k
pochybnostem o spravedlnosti hry.

Otazka spravedlivosti hry se tyka pravdépodobnosti, s jakou
zvitézi ve hie kazdy z hrach. Ukazeme zvlaStni argumentace tykajici se
této pravdépodobnosti.

Ve hie se hod minci opakuje tak dlouho, az vysledky poslednich tfi hodi
vytvoii vysledek roo, anebo vysledek oor.
1) Piedpokladejme, Ze pii prvnim hodu padl rub. Bude tomu tak s

pravdépodobnosti 5 . Ziskani série oor (vitézstvi Boika) je v této situaci

nemozné. Abychom se po ,,rubu” dockali série oor, musel by lic padnout
dvakrat za sebou a po ném pak rub. JenomZe po druhém lici se hdzeni
minci ukon¢i, protoze jsme ziskali sérii roo (zvitézil Ales).

2) Predpokladejme, ze pfi prvnim hodu padne lic a pii druhém rub. Bude
tomu tak s pravdépodobnosti § . V této situaci ziskani série oor (Boikovo
vitézstvi) neni mozné (ze stejného ditvodu jako predtim).



3) To, ze se dockame série oor (vitézstvi Botka), je mozné jenom tehdy,
kdyz pfi prvnich dvou hodech padne lic (to stane se s pravdépodobnosti
1
7)

Pravdépodobnost ziskani série roo (vitézstvi AleSe) se tedy rovna
1+74, takze 3. Pravdépodobnost ziskani série oor (pravdépodobnost

vitézstvi Boika) se rovna & .

AleSova Sance je v této hie tfikrat vétsi nez Botkova. Vypocitané
pravdépodobnosti dvou jevil zaroven vysvétluji, pro¢ Ale§ vitézil skoro
tiikrat Castéji nez Botek. Pravdépodobnost dovolila pomoci matematiky
vysvétlit jistou empirickou skutecnost, kterd nas piekvapila.Hra tedy neni
spravedlivd, coz se zd4 ponékud paradoxni. Spatné jsme zde spojili jisté
symetrie s rovnosti pravdépodobnosti.

Mame 8 stejné¢ pravdé€podobnych sérii lich a ruba délky 3
(vysledkt  trojiho  hodu minci):  0oo,00r,0ro,0rr,roo,ror,rro,rrr.
Predpokléddejme, Ze kazdy ze dvou hraci si voli jeden z téchto osmi
vysledkll jako svou sérii. Kazdy si voli jiny vysledek. Hazeni minci se
opakuje tak dlouho, az tii posledni hody utvofi jeden ze zvolenych
vysledkii. Vitézi ten hra¢, jehoz vysledek utvofily tfi posledni hody.
Takovou nahodnou hru nazyvame Penneyova hra.

Hra rub a dva lice - dva lice a rub je zvlastni ptipad vySe popsané
Penneyovy hry. Ze dvou vysledku (sérii) roo a oor je lepsi vysledek roo,
protoze poskytuje hraci 3 krat vétsi Sanci na vitézstvi nez vysledek oor
poskytuje jeho soupeti. Oznacujeme to roo =& oor. Ze skuteCnosti, ze roo
=& oor, a také z jistych symetrii, pokud jde o role lice a rubu, vyplyva, ze
orr =& rro.

Jeden hrac si zvolil sérii orr, druhy sérii rrr. Lze dokazat (viz [2],
s. 224), ze pravdépodobnost vitézstvi hrace, ktery zvolil sérii rrr, se rovna
+ a pravdépodobnost vitézstvi jeho soupete, ktery si zvolil sérii orr, se
rovna 4 .

Predpokladejme nyni, Ze jeden hra¢ si zvolil sérii oor a jeho
soupef sérii rro. Tato Penneyova hra je spravedliva. Rovné Sance kazdého
hrace vyplyvaji z jistych symetrii. Série (vysledky) oor a rro jsou tedy
stejné dobré. Oznacujeme to oor= rro. Zda se zamoziejme, Ze relace < a
~ jsou tranzitivni. V knize [2] dokazano, Ze to neni pravda.

Pro kazdy vysledek existuje vysledek, ktery je lepsi. Zadny
vysledek neni nejlepsi. Je to stochasticky paradox.

Zavér
Cilem vyucfovéani poctu pravdépodobnosti nemtiize byt jenom
vybavit zdka souborem definic, pojmi, vét a rozvijeni pocetnich technik



spojenych s vypoctem pravdépodobnosti jevii. Tym cilem by mélo byt
stochastické vzdélavani, k némuz patii nejenom soubor pojmu, ale také
zvlastni metodologie. Jedna se o schopnost formulovani zavért
specifickych pro stochastiku, vyplyvajicich z velikosti pravdépodobnosti
néjakého jevu a tykajicich se rozhodovani, verifikaci hypotéz a
hodnoceni rizika atd. Jedna se také o utvareni stochastickych intuici, které
jsou ptivodné Spatné rozvinuté (zformované), o cemz sveéd¢i stochastické
paradoxy shromazdéné v této praci.
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