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ABSTRACT: This article discusses the content and format of
problems currently used in Polish high school math text-
books to assess students competence in probability theory.

Wprowadzenie do szkoty rachunku prawdopodobienstwa zrodzito
konieczno$¢ wypracowania sposobow kontroli i oceny probabilistycznej
wiedzy ucznidow. Podstawowym narzedziem sprawdzania wiadomosci w
matematyce sa zadania. Majac na uwadze kontrolg organizacji nie tylko
fazy rachunkéw, ale réwniez fazy matematyzacji 1 interpretacji przy
z rachunku prawdopodobienstwa proponowanych
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uczniom w podrecznikach 1 zbiorach zadan w Polsce bedziemy
postugiwa¢ si¢ klasyfikacja zadan z rachunku prawdopodobienstwa
zawarta w tabeli 1.




Kryterium podziatu zadan jest ich rola (udzial) w kontroli
organizacji fazy matematyzacji, fazy rachunkow i dedukcji oraz fazy
interpretacji.

I. Zadania sformulowane z uzyciem terminow spoza matematyki

Do tej grupy zaliczamy wszystkie te zadania, w ktérych sformutowaniu
pojawiaja si¢ obiekty niematematyczne. W grupie tej wyrdzniamy trzy
podgrupy zadan oznaczane dalej przez I-1, I-2 1 [-3.

I-1. Zadania, ktorych rozwiazywanie jest ilustarcja procesu
stosowania matematyki

Proces stosowania matematyki rozumiany jest w sensie przedstawionym
w [3].

I-2. Zadania, ktérych rozwigzywanie obejmuje wszystkie fazy
procesu stosowania matematyki, ale nie s ilustracjg tego procesu, a
jedynie (i ewentualnie) jego symulacji

Istote tego rodzaju zadan ilustruje ponizszy przyktad.

Zad. 1. Trzej bracia Arek, Bartek 1 Czarek dostali jeden bilet na mecz.
Postanowili, ze o tym kto pdjdzie na mecz, zadecyduje los. Kazdy z nich,
w kolejnosci alfabetycznej rzuci moneta. Wygra ten, ktory pierwszy
wyrzuci orla. Jezeli pierwsza seria rzutow nie bedzie rozstrzygajaca,
nastapi druga, ale chtopcy beda rzuca¢ moneta w odwrotnej kolejnosci.
Jezeli zaden z nich nie wyrzuci orla, to na mecz pojdzie ich tata.

a) Jakie szanse wygrania ma kazdy z braci?

b) Zaproponuj inne losowanie, ktore dawatoby kazdemu z chtopcow
roéwne szanse wygrania i wykluczatoby oddanie biletu tacie.

O tym czy dane zadanie zaliczamy do tej grupy decyduja dwa
fakty:

- sformutowanie zadania dotyczy pozamatematycznego problemu,
- rozwiazywanie zadania obejmuje wszystkie fazy procesu stosowania
matematyki, ale nie jest ilustracja tego procesu.

Tre$¢ zadan zaliczanych do tej grupy jest na ogot dluga (w tekscie
zadania zawarty jest np. opis pewnej sytuacji, opis pewnej gry itp.), a
dotyczy gier hazardowych, podejmowania decyzji w sytuacjach
niepewnosci 1 warunkach ryzyka itp. Problemy przedstawione w
zadaniach z tej grupy nie opisuja konkretnej rzeczywistej sytuacji (nie sa
to wigc zadania, ktérych rozwiazywanie jest ilustracja procesu
stosowania matematyki), niemniej mozna wyobrazi¢ sobie sytuacje, w
ktorych z tego typu zagadnieniami mozna si¢ spotka¢. Rozwiazanie
kazdego z tych zadan wymaga przekladu problemu na jgzyk matematyki,
a wiec formulowania odpowiedniego probabilistycznego zadania,
konstrukcj¢ modelu probabilistycznego dla doswiadczenia opisanego w
zadaniu, wykonania rachunkéw i interpretacji uzyskanych wynikéw
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liczbowych. Zadania zaliczane do tej grupy pozwalaja kontrolowaé i
ocenia¢ nie tylko pewna wiedzg (znajomos$¢ definicji 1 twierdzen), ale
takze umiejgtnosci organizacji fazy matematyzacji 1 fazy interpretacji.
Organizacja faz, o ktérych tu mowa, obejmuje wazne dla stochastyki
wnioskowania.

I-3. Zadania pozornie ilustrujace proces stosowania
matematyki
Ten typ zadan ilustruje ponizszy przyktad.
Zad. 2. W sklepie znajduje si¢ 12 magnetofonow: 8 sprawnych i1 4
uszkodzone. Sposrdd nich wzigto Ww sposob przypadkowy 6
magnetofondéw. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej 5
magnetofonow wzigtych jest sprawnych?

Zacytowane zadanie nie jest sformutowane w jezyku matematyki,
niemniej nie jest to zadanie, ktdrego rozwiazywanie ilustruje proces
stosowania matematyki. W zadaniach zaliczanych do tej grupy nalezy
obliczy¢ prawdopodobienstwa pewnych zdarzen, czy tez wartosci
oczekiwane pewnych zmiennych losowych. Uzycie w sformulowaniu
tych zadan termind6w spoza matematyki nic nie wnosi do sposobu (metod
1 narzedzi) rozwiazywania zadania. Matematyzacja sprowadza si¢ tu do
przektadu pozamatematycznych obiektéw, procedur i zagadnien na jezyk
matematyki, tj. zastapienie osob, magnetofonow, biletow odpowiednimi
urnami. Zadania te sa w zasadzie zamknig¢te na dane, na konstrukcje
przestrzeni probabilistycznej oraz na organizacje fazy rachunkow i
dedukcji. W zadaniach tego typu na ogo6t nie interpretuje si¢ uzyskanych
wynikéw liczbowych. Brak zatem motywacji do organizacji fazy
rachunkow 1 dedukcji. Sa to wigc w istocie zadania probabilistyczne
sformulowane z uzyciem terminéw $wiata realnego a ich rozwigzywanie
jest w istocie rozwigzywaniem zadan probabilistycznych. Problematyka
wielu zadan zaliczanych do tej grupy jest w istocie oderwana od
rzeczywisto$ci. Zadania te kontroluja znajomo$¢ 1 umiejetnosé
stosowania podstawowych definicji (schemat Bernoullego, rozktad
zmiennej losowej, warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej) i
podstawowych  twierdzen (twierdzenie o prawdopodobienstwie
klasycznym, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym). Ponadto
zadania tego typu pozwalaja na pewna kontrolg organizacji fazy
rachunkow i dedukcji oraz w niewielkim stopniu na kontrolg organizacji
fazy matematyzacji. Kazde z zadan zaliczonych do tej grupy mozna
sformutowa¢ w jezyku schematow urnowych, a rozwiazywanie tego
nowego zadania sprawdza probabilistyczna wiedz¢ w takim samym
zakresie jak zadanie wyj$ciowe.



I1. Zadania ,,czysto matematyczne”

Do grupy II zaliczono wszystkie te zadania, w ktorych nie wystepuja
obiekty §wiata realnego. W grupie tej wyrdzniamy cztery dalsze typy (II-
1, 11-2, 1I-3 1 1I-4).

II-1 Zadania sformulowane w terminologii schematéow urnowych

W grupie tej wyrdzniamy dwie podgrupy.

II-1a. Zadania na obliczanie prawdopodobienstwa badz wartosci
oczekiwanej

Przedstawimy jedno zadanie zaliczone do tej grupy.

Zad. 3. W kazdej z dwoch urn jest 5 kul czarnych, 10 czerwonych 1 6
biatych. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losujac po jednej kuli z
kazdej urny, wyciagniemy dwie kule tego samego koloru.

Problematyka  zadan =zaliczanych do grupy II-la dotyczy
schematow urnowych, rzutbw monetami, rzutu kostka, losowania karty z
tali kart itp. W zadaniach chodzi o obliczanie prawdopodobienstw
pewnych zdarzen, o znajdowanie rozktadu pewnej zmiennej losowej lub
tez o obliczanie warto$ci oczekiwanej pewnej zmiennej losowe;.
Wyznaczanie zbioru wynikdw sprzyjajacych danym zdarzeniom nie
stwarza wigkszych trudnosci, gdy zostaly opanowane podstawowe
wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa (na ogdét nie jest tu
niezbedna znajomos$¢ kombinatorycznych wzordéw). Faza matematyzacji
ogranicza si¢ do konstrukcji odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej
jako modelu rozwazanego do$wiadczenia losowego. W rozwiazywaniu
tych zadan brak jest fazy interpretacji. Chociaz zadania tego typu,
sprawdzaja probabilistyczna wiedzg w takim samym stopniu jak zadania
zaliczone do grupy 1-2, to odrézniamy je od zadan tej grupy, gdyz ich
sformutowania nie budza merytorycznych zastrzezen.

II-1b. Zadania, w ktorych poszukuje si¢  wartosci pewnego
parametru

Przytoczymy jedno z zadan zaliczanych do tej grupy.

Zad. 4. W urnie znajduja si¢ m kul, w tym 6 czerwonych. Wybieramy
losowo dwie kule. Dla jakich liczb m prawdopodobienstwo tego, ze obie
wylosowane kule beda czerwone, jest wigksze od 1/3?

W zadaniach zaliczanych do grupy II-1b poszukuje si¢ wartosci
nieznanego parametru, przy ktorych prawdopodobienstwo pewnych
zdarzen, badz warto$¢ oczekiwana pewnej zmiennej losowej, spetnia
zadane warunki. Zadania te charakteryzuja si¢ tym, Ze nie mozna
wypisa¢ wszystkich wynikow doswiadczenia losowego chociaz zbior
wynikow do$wiadczenia jest skonczony. Rozktad prawdopodobienstwa
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na tym zbiorze jest funkcja szukanego parametru. Rozwiazywanie tych
zadan rozni si¢ od rozwiazywania zadan z grupy Il-la tym, ze w
organizacji fazy rachunkéw i dedukcji wykorzystuje si¢ wiadomosci z
innych dziedzin matematyki (np. badanie przebiegu funkcji,
rozwigzywanie roéwnan z parametrem). Na faz¢ rachunkow i dedukcji
sktada sig¢ ulozenie i rozwiazanie pewnego rownania badz tez badanie
przebiegu funkcji. Nalezy tu odwotywac si¢ do wiadomos$ci z innych
dziatow matematyki (analizy, algebry). Wykorzystywanie tych
wiadomosci odbywa si¢ tu w naturalnym konteks$cie. Zadania tej grupy
pozwalaja zatem w szerszym zakresie niz zadania grupy Il-la
kontrolowa¢ umiejgtnosci organizacji fazy rachunkow 1 dedukeji.

I1-2. Zadania, w ktorych laczy si¢ rozne dziedziny matematyki
Mamy tu na uwadze zadania typu:

Zad. 5. Ze zbioru Z= {x€ C:3-9-82-3* +27 O 0} losujemy kolejno bez
zwracaniem wspotczynniki a, b, ¢ funkcji f{x)=ax’+bx+c. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen:

A- funkcja jest parzysta,

B- funkcja fjest malejaca w catym zbiorze R,

C- wykres funkcji f przechodzi przez punkt (0,2) i funkcja f osiaga
minimum w pewnym punkcie.

Wigkszos$¢ zadan zaliczanych do tej grupy dotyczy losowania
liczb z pewnych zbiordw. Przy rozwiazywaniu tego typu zadan
aktywno$¢ rozwiazujacego jest ukierunkowana glownie na wyznaczenie
elementdw rozwazanych zbiorow. Sa to zadania raczej z teorii zbiorow,
analizy matematycznej, logiki, kombinatoryki a z rachunkiem
prawdopodobiefistwa maja niewiele wspolnego. Problematyka
stochastyczna zawarta w takim zadaniu jest na ogo6t marginalna. W
wigkszosci tego typu zadan chodzi o obliczenie prawdopodobienstwa, ze
wylosowana ze zbioru liczba spelnia pewien warunek, badz tez o
znalezienie rozkladu pewnej zmiennej losowej. Zadania tego typu
kontroluja zatem jedynie znajomos$¢ twierdzenia o prawdopodobienstwie
klasycznym 1 w pewnych przypadkach umiejetnos¢ konstrukcji rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowe;.

I1-3. Zadania na dowodzenie wlasnosci pewnych szczegdlnych
przestrzeni probabilistycznych

Ten typ zadan zilustruje nastgpujacy przyktad.

Zad. 6. Obliczy¢ P(B|A):P(B) wiedzac, ze P(A|B) = 1/3.

Do grupy II-3  zaliczono zadania na obliczanie
prawdopodobienstwa pewnych zdarzen, gdy znane sa
prawdopodobienstwa innych, zadania, w ktorych nalezy udowodnié¢
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pewne  wlasnosci szczegdlnych przestrzeni probabilistycznych. W
zadaniach zaliczanych do tej grupy przestrzen probabilistyczna jest juz
zadana, nie ma w nich mowy o do$wiadczeniach losowych. Zadania
zaliczane do tej grupy kontroluja znajomo$¢ podstawowych definicji 1
twierdzen z rachunku prawdopodobienstwa a takze umiejgtnosci ich
stosowania.

II-4. Zadania kontrolujgce fragment teorii

Do grupy 1I-4 zaliczono wszystkie te zadania, ktore kontroluja okreslony
fragment teorii. Sa to zadania typu:

Zad. 7. Poda¢ definicj¢ prawdopodobienstwa i jego wlasnosci.

Z przeprowadzonej analizy danych liczbowych wynika, ze:

- wérdd zamieszczonych w zbiorach zadan z rachunku
prawdopodobienstwa brak jest takich, ktérych rozwiazywanie mozna
uzna¢ za ilustracj¢ procesu stosowania matematyki;

- duza liczba zadanie z rachunku prawdopodobienstwa zostata zaliczona
do grupy II-2, tym samym kontroluja one stosunkowo niewielki wycinek
probabilistycznej wiedzy;

- najwigcej zadan maturalnych 1 egzaminacyjnych, to zadania z grupy II-
1,
- stosunkowo czgsto na egzaminach wstepnych, maturach oraz wsrod
zadan ze zbioru pojawiaja si¢ zadania z grupy [-3.

- bardzo mato zadan, zarowno tych rozwiazywanych w szkole jak i tych z
egzamindw wstepnych, spetnia kryteria przynaleznosci do grupy 1-2.
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