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ABSTRACT: We will consider certain argumentations concerning probability of events
related to homogeneors Markov chains.

Lancuchy Markowa stanowia - na pozdr - trudny, a wigc nie
dajacy si¢ adaptowa¢ na grunt matematyki szkolnej, fragment teorii
prawdopodobienstwa. Stochastyczne modele tych tancuchow sa bowiem
nieskonczonymi  przestrzeniami  probabilistycznymi.  Przedmiotem
rozwazan sa pewne argumentacje dotyczace prawdopodobienstwa
zdarzen w takich przeliczalnych przestrzeniach probabilistycznych. Istota
tych argumentacji jest redukcja rachunkéw do pewnych sum
skonczonych.

Rozwazmy nastgpujaca gre losowa. Plansza do gry &,.., skfada
si¢ z dwoch okregow: o, i o0,,. Na poczatku wewnatrz okrggu o, lezy x
monet a w okregu 0, y monet, gdzie x+y=3 i y<3. W grze uczestniczy

dwoch graczy: G, i G,. Gracze rzucaja na przemian trzema monetami
znajdujacymi si¢ na planszy do gry. Monety, na ktérych wypadly orty,
pozostaja w kole, w ktérym si¢ znajdowaty, monety, na ktérych wypadty
reszki, zostaja przeniesione do sasiedniego kota. Jesli po rzucie wszystkie

monety znalazly si¢ w kole o,,, to gracz ktory rzucat zwycigza. Zatézmy,

ze gre rozpoczyna gracz G, .



Dos$wiadczenie przeprowadzane w grze oznaczamy przez d, .
Niech 4, , (B, ,) oznacza zdarzenie: w grze £, , zwycigzy gracz G, (
G,).

Doswiadczenie losowe d, , przebiega etapami. Na pojedynczy

etap doswiadczenia skltada si¢ rzut monetami i rozmieszczenie monet w
kotach. Stan doswiadczenia po n-tym etapie jest para (v,, W, ), gdzie v,

jest liczba monet w kole 0, a w, jest liczba monet w kole o0,, (po n-tym
etapie). Poniewaz v,+w,=3, wiec stan doswiadczenia po n-tym etapie
jednoznacznie okresla liczba v,. Mozliwe stany tworza zbior S=

{0,1,2,3}. Interpretujmy te stany jako wezly grafu. Stan poczatkowy x
staje si¢ weztem startowym, stan 0 - wezlem brzegowym (zob. [2]). Przez

P oznaczmy prawdopodobiefstwo, z jakim doswiadczenie ze stanuj po
danym etapie przejdzie do stanu k po etapie nastepnym. Jesli p; >0, to
wezel j taczymy z weztem k krawedzia. Liczbg P wpisujemy obok tej
krawedzi. W ten sposob otrzymujemy graf stochastyczny.

1. WyjdZzmy od gry losowej g;,. Graf stochastyczny doswiadczenia
losowego d,_, przedstawia rys. 1.

Przebieg gry g;, mozna symulowaé za pomoca nastgpujacego
doswiadczenia losowego. Mamy cztery urny: U,, U,, U,, U,, w kazdej
zum U,, U,, U, sa trzy kule o numerze 1, trzy o numerze 2, jedna o
numerze 3 i jedna o numerze 0 a urna U, zawiera tylko jedna kule o

numerze 0. Na poczatku losujemy kule z urny U, i je$li zostanie
wylosowana kula o numerze £, to nastgpne losowanie odbywa si¢ z urny
U,, gdzie k=0,1,2,3. Losowanie trwa tak dlugo, az zostanie wylosowana

kula o numerze 0. Opisane powyzej do$wiadczenie jest schematem
urnowym jednorodnego tancucha Markowa (zob. [2]).
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Rys. 1

Przy obliczaniu prawdopodobienstwa zwycigstwa poszczegolnych
graczy wygodnym S$rodkiem argumentacji jest wlasnie ten graf
stochastyczny.

Stany 0,1 i 2 nazywamy wewngtrznymi. Zauwazmy, ze jesli tylko
do$wiadczenie d,_, znajdzie si¢ ktoryms$ ze stanow wewnetrznych, to po

kolejnym rzucie monetami z prawdopodobienstwem roéwnym 3 przejdzie

do stanu 0 (i wowczas gra si¢ konczy zwycigstwem gracza wykonujacego
. 7 o .

rzut), lub z prawdopodobienstwem rownym 3 przejdzie do jednego ze

stanow wewngtrznych.
Z tych symetrii wynika, ze graf z rys. 1 redukuje si¢ do grafu z
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Rys. 2

Przebieg gry mozna symulowa¢ nastgpujacym btadzeniem pionka

po grafie stochastycznym z rys. 2. Z urny U,., o siedmiu kulach biatych i

jednej czarnej, gracze losuja na przemian ze wracaniem kule. Jesli
wylosowana kula jest czarna, to gracz, ktory wylosowat tg kulg, przesuwa
pionek do wezta 0 (i wowczas zwycieza), jesli wylosowana kula jest
biata, to pionek pozostaje w wezle startowym. Zwycigza ten z graczy,
ktory jako pierwszy przesunie pionek do wezta 0.

rys. 2.




Przebieg gry i jej rezultat mozna rejestrowac, jesli uwzglednimy
czas trwania gry. Po tej modyfikacji graf do$wiadczenia d_, przedstawia
rys. 3.

Rys. 3

Na poczatku stawiamy pionek w wezle  a , nastepnie gracz G,
losuje kulg z urny U, i jesli wylosowana kula jest kula czarna, to
przesuwa pionek do wezta 0, (wowczas zwycigza), jesli za§ wylosowana
kula jest kula biata, to przesuwa pionek do wezta b 1 wowcezas kulg z
urny U,. losuje gracz G,. JeSli gracz G, wylosuje kule czarna, to
przesuwa pionek do wezta 0, (i zwycigza), jesli za§ wylosuje kulg biata,
to przesuwa pionek do wezta a i wowczas ponownie losuje kulg z urny
U,., gracz G,. Procedura ta jest powtarzana do momentu, az pionek trafi
do jednego z weztéw 0, 1lub 0, .

Gracz G, zwyciezy wtedy i tylko wtedy, gdy pionek dotrze po
nieparzystym rzucie monetami do wezta 0 grafu z rys. 2 Iub - co na
jedno wychodzi — gdy dotrze do wezta 0, na grafie z rys. 3. Gracz G,
zwycigzy, gdy pionek dotrze po parzystym rzucie monetami do wezta 0
grafu z rys. 2 lub - co na jedno wychodzi - gdy dotrze do wezta 0, na
grafie z rys. 3. Z powyzszych interpretacji wynika, Ze:

1) W przypadku grafu z rys. 2 jest

1
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2) Niech P(4,,)=x oraz P(By,)=y=1-x.Z grafu z rys. 3 wynika,
ze:
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x=—+x-(=),
8 (8)
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czyli, ze x=—,azatem y = —.
Y 15 Y75

Gracz rozpoczynajacy gr¢ ma wigc wigksze szanse na zwycigstwo.

2. Rozwazmy gre g, ,. Stanem poczatkowym doswiadczenia d, , jest
stan 2. Graf stochastyczny do$wiadczenia d, | przedstawia rys. 4.
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Rys. 4
Analogicznie, jak dla gry g;, jesli tylko doswiadczenie d,, znajdzie
si¢ w ktoryms$ ze standw wewngtrznych, to po kolejnym rzucie monetami

z prawdopodobienstwem réwnym ; przejdzie do stanu 0 (i wowczas gra
si¢ konczy zwycigstwem gracza wykonujacego rzut), lub =z
prawdopodobienstwem réwnym ; przejdzie do jednego ze standow
wewngtrznych. Wynika stad, ze:

8 . 7
P(AH):E 1 P(B2—I)ZE-

Nietrudno zauwazy¢, ze rozwazajac gre g,_, dostajemy:
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P4, )=— 1 P(B ., )=—.
(4,,) 15 (B,,) s
Otrzymujemy zatem:

PUd) = P(A ) = PUA) = 1 P(BL) = P(BL) = P(B L) =

Z rozwazanh wynika zaskakujacy wniosek: Szanse graczy na

zwycigstwo nie zaleza od stanu poczatkowego, przy czym gracz
: - y . 8
rozpoczynajacy gre zwycigza z prawdopodobienstwem réwnym 15

natomiast drugi z graczy zwycigza z prawdopodobienstwem rownym 5

Rozwazania sa propozycja adaptacji jednorodnych tancuchéw
Markowa na grunt matematyki szkolne;.
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