VySetrovanie riesite’nosti konStrukénych tloh pomocou
trigonometrie

Bozena Korenova

ABSTRACT: In the first part, the presented paper considers the importance and mission
of teaching mathemathics at elementary and secondary schools. The second part gives

a set of construction problems for utilising the relationship between the central angle
and the angle at circumference, i. e. also the utilisation of Thales circle as well as
solvability conditions under which the goniometric functions in the right-angled triangle
are used. The set of the given problems is a particular example of how the indicated
instructional goals can be achieved by means of an appropriate combination and
sequencing of problems.

Filozofické a psychologické aspekty vyucby matematiky

O tom, ako Zziaci, Studenti iceld verejnost’ nejavi zdujem o hlbSie
vedomosti z matematiky sa uz popisalo dost. Ja chcem vo svojom
prispevku ukazat, Ze situacia nie je az taka beznadejna a odstranenie
nezdujmu zo strany verejnosti a mladeze je plne v rukach ucitelov
matematiky. Netreba hl'adat’ pri¢iny mimo nas, pretoze to neriesi tento
problém, bolo by dobré sa vSak zamysliet' nad tym, ako matematiku
urobit’ zaujimavou a pouzitelnou pre bezného cloveka, dietat’a, ktoré sa
nechce matematike profesionalne venovat. Ciest aspdsobov je vela,
neexistuje univerzalny navod pouzitelny na vSetkych typoch §kol
a vSetkymi uciteI'mi. Kazdy znds je iny a pouZziva iné prednosti svojej
osobnosti pri vyklade uciva, iné témy ho oslovia, st mu blizke. Je vSak
dolezité, aby spdsob vykladu aobsah uciva harmonizovalo s celkovou
Struktirou jeho osobnosti, zaujmov, aby kultiara jeho spravania
a komunikéacie koreSpondovala stym, c¢o sa snazi na hodinach
matematiky deti naucit. Podl'a mdjho nazoru nie je az také podstatné, aké
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ucivo preberieme, ale akym spdsobom ho servirujeme, ¢i dokdzeme v
flom ndjst’ univerzalny princip na rieSenie inych problémov a upozornit’
naii Studentov. Pri priprave na vyucovanie treba starostlivo zvazit
postupnost’ krokov i prikladov, aby deti zaevidovali vnatorna Struktiru
témy a sami dokazali predpovedat’, ¢o bude d’alej nasledovat, ¢o v danej
téme chyba, kde je medzera, ktoru treba zaplnit. Mali by pochopit, ako
sa tvoria priklady, ako sa na jednoduchi schému problému daju
nabalovat’ d’alSie. Potrebuji poznat’ principy tvorby a osvojit’ si kulturu
myslenia, matematici to nazyvaji stratégiou myslenia. Nebudem sa
zaoberat’ presnymi definiciami, pretoZe obsah vsetkych psychologickych
pojmov je zavisly na aktudlnej irovni poznania l'udstva i jednotlivca a je
teda pohyblivy, neukonceny, je to proces, zmena.

Vo vSeobecnosti pri vyucbe matematiky nam ide o kvalitu
rozumovej c¢innosti, moderne povedané o stratégiu myslenia, no
nemali by sme si ju polozit’ ako hlavny ciel’, ale iba ako prostriedok
na ceste kzmysluplnému aStastnému Zivotu. MoZno si ani
neuvedomujeme, Ze umelym oddel’ovanim rozumovej a citovej
vychovy produkujeme v krajnych pripadoch mysliace, no bezcitné
bytosti, neschopné mysliet’ na inych, vnimat’ potreby iného, pre
ktorych je doélezita iba jeho vlastna uspeSnost’. VymysSlame priklady
o vrazdach, klamstve, podvodoch, kradeziach , matematické hry,
v ktorych uéime deti vyhravat’, ale nie spolupracovat’, nitime ich
v kaZzdom vidiet’ protivnika, konkurenta. Ak4 je hierarchia hodnot
a citovd vyspelost’ autorov tychto prikladov a problémov? Nestaviame
proti sebe priliSnym zdorazilovanim spravnosti myslenia dve rovnako
dolezit¢ zlozky osobnosti jedinca - racionalnost’ aemocionalitu?
Nastastie psychologicka veda uz natolko pokrocila, ze pri hodnoteni
kvality ¢loveka sa zacina uvazovat nielen o inteligencnom kvociente, ale
aj o emociondlnom.

Stratégia, kultira a kvalita myslenia, spravne, tvorivé avedecké
myslenie — to st pojmy, ktoré sa bezne vyskytuji v metodickych
priruc¢kach, v knihach o uceni, poznavani, tvorbe, ndjdeme ich v r6znych
publikdciach o psychologii. Definicii existuje vela a ja som cerpala
podnety z [1]. Pri vyucovani matematiky bolo a je mojim cielom naucit
Studentov nielen riesit’ priklady, ale si ich aj vymyslat, hl'adat’ nové
suvislosti, paralely sinymi oblastami, poukazovala som na to, ako
matematicky pristup k problémom im moéze ulah¢it’ zivot, komunikéciu
s 'ud'mi, ako im umozni vyhybat’ sa konfliktom a nedorozumeniam, ako
ich nauci $tastne a harmonicky Zzit'. Nie je to I'ahko dosiahnutelny ciel, je
to celozivotna put kazdého ucitela, ktory chce zanechat’ trvalé stopy vo
vedomi svojich Studentov.



Konstrukénych prikladov v stredoskolskej matematike neustale ubtda
a pritom je to téma, ktord dokaze zaujat’ aj tych Studentov, ktori tradicne
zvyknt odoldavat’ matematickému mysleniu. Ja som tejto téme zvykla
venovat’ zvySenu pozornost’. Deti pridu zo zakladnej Skoly s predstavou,
ze rieSenie konStrukénych prikladov spoc¢iva vo vzornom vypracovani
rozboru, postupu, diskusie a zdveru, samotnu konstrukciu vSak malokedy
dokazu dotiahnut' do konca. Vo vSeobecnosti nevedia zru¢ne narabat
s rysovacimi pomdckami. Touto témou som chcela odstranit’ chybnu
predstavu o geometrii, ktord pramenila zprehnaného uprednostiiovania
formalnych zapisov. Sustavou prikladov som sledovala niekol'ko cielov:
rutinné pouZzivanie rysovacich pomdcok, presne, Cisto aprehladne
rysovat, rozoznavat prvky dané ahladané — casto vyuzivali pri
konstrukcii hl'adané veli¢iny, miesto danych, objavovanie skrytych
suvislosti a vzt'ahov na zdklade kvalitného nacrtku - tzv. detektivne
patranie, osvojenie jednoduchych, no vystiznych zapisov postupu
kons$trukcie, zvyknit' si na nerieSitelnost’ avediet ju zdovodnit,
schopnost’ najst” hrani¢n situaciu, kedy sa rieSiteI'né stdva nerieSitelnym
a naopak.

Hned na uvod bez upozornenia a komentara som dala narysovat’
priklad, ktory nemal rieSenie, po chvili v triede nastal Sum, dohady,
hadky, osobnost’ kazdého sa prejavovala ina¢ a ja som si mohla v pohode
zich reakcii precitat’ charakteristiku kazdého Studenta. Tymto krokom
som vzbudila vSeobecny zaujem o vySetrovanie rieSitelnosti a potrebu
precizne rysovat’. Prikladov som im mohla zadat’ akékol'vek mnozstvo,
narysovali vSetko, aby si overili spravnost’ podmienok, ktoré sami nasli.

V uvedenych prikladoch bolo treba zostrojit' trojuholnik ABC
z danych prvkov vyuZzitim vzt'ahu medzi stredovym a obvodovym uhlom,
teda Specialne aj Thalesove] kruznice, vlastnosti trojuholnika
a goniometrické funkcie som vyuzila na ur€ovanie podmienok
rieSiteI'nosti. V prikladoch uvadzam trojicu zadanych prvkov, podmienku
rieSitel'nosti, kratke vysvetlenie postupu konstrukcie, aniekol’ko variant
rozmerov danych prvkov aj spoctom rieSeni v jednej polrovine. Je
zrejmé, Ze podmienky riesitePnosti mozno najst’ z hrani¢nej situacie,
teda z pripadu, kedy nastava jediné rieSenie. Vzhl'adom na predpisany
rozsah stran neuvadzam v notoricky znamych tulohach rozbor, v pripade
jediného rieSenia beriem priblizn1 hodnotu, so Studentmi sa d4 otom
diskutovat, no pri rysovani rozdiely radovo vycislitelné v stotinach
a tisicinach centimetra nemozno brat" do ivahy. Postup konStrukcie je
struény a mal by sta¢it’ pre pedagdga, so Studentmi ho treba rozobrat
podrobnejsie 1pouzitim nacrtku. Predpokladam, ze Studenti ovladaju
zostrojenie  kruZnicového obluka nad danou useCkou — tetivou



s pozadovanou vel'kostou obvodového uhla. Ak nerysuju presne, rieSenie
im nemusi vyjst’.
Subor konStrukénych prikladov a podmienky rieSitePnosti

1. Priklad: Zostrojte trojuholnik, ak je dana jedna strana, vy§ka
na tuto stranu a protilahly uhol.

Podmienka riesitel’nosti:

O<v, = < cotg *
2 2
Postup konStrukcie: Zostrojit
1/ usecku velkosti danej strany
2/ priamku p rovnobeznu s danou useckou vo
vzdialenosti danej vysky
3/ kruznicu k nad useckou, ktorej prislicha
dany obvodovy uhol
4/ prienik priamky p a kruznice k — hl'adany
chybajtci vrchol trojuholnika ABC
Numerické zadanie:
@ a=68cm v,=2,8cm O =90° — dverieSenia
b/c=7cm  v.=33cm Y =50°- dverieSenia
¢/ b=6cm v, =4,4cm P =70° — Ziadne rieSenie
d/ b=8cm v, =23cm P =120°- jedno riesenie

Poznamka 1: Pri pravouhlom trojuholniku sa podmienka zjednodusi
a Studenti hned’ pridu na to, Ze vySka musi byt’ mensia nanajvys rovna
ako polovica najvicsej strany a sucasne si uvedomia, ze vlastnost’
Thélesovej kruznice je len Specidlnym pripadom vSeobecného vztahu
medzi obvodovym a stredovym uhlom v kruznici.

Pozndamka 2: Tento, ale i nasledujuce typy prikladov mézeme
obmienat’ inou formulaciou ulohy tak, aby jeden zo zadanych prvkov si
Studenti volili sami , udame iba pocet rieSeni. Naucia sa tak narabat’

s podmienkou a vyuzivat’ ju pri tvorbe vlastnych prikladov. Ziskavaju
nadhl'ad a ulohy spajaju do vacsich celkov so spolocnym jadrom
problému. Iné formulacie loh uvediem na konci kapitoly.



2. Priklad : Zostrojte trojuholnik, ak je dana strana, t'aZnica na
tuto stranu a protil’ahly uhol

Podmienka rieSitel’nosti: Pre uhol mensi alebo rovny 90°
a a o
— = = —_—cotg —
2 L. 2 2
Pre uhol vicsi ako 90°- nerovnosti platia naopak, teda

2 t"_z gZ

Postup konStrukcie: Zostrojit
1/ usecku BC velkosti danej strany a
2/ kruznicu k; so stredom na strane BC a
s polomerom rovnym

velkosti t'aznice

3/ kruznicu k; nad tseCkou BC- tetivou , ktorej
prislicha obvodovy

uhol danej velkosti o
4/ prienikom oboch kruznic dostavame hl'adany

vrchol A
trojuholnika ABC
Numerické zadanie:
a/ a=7cm t,= Scm a= 60° - dverieSenia
b/ b=5cm t,=34cm B= 72° - jedno rieSenie
¢ a=7cm t,= 2cm a= 136° - dverieSenia
d ¢c=7cm t.=33cm 7Y = 50° - Ziadne rieSenie

3. Priklad : Dana je strana, protil’ahly uhol a polomer vpisanej
Kruznice

Podmienka rieSitel’nosti:

a (0.4
0< < —tg| 45°+ — |.
p=2g( 450+ % )

Rozbor: :1800—32”: 1800 1800

, ©=90°+%
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Postup konStrukcie: Zostrojit’

1/ stranu BC danej velkosti
2/ kruznicovy obluk £ nad tetivou BC
s obvodovym uhlom

w =9oo+g

3/ p // BC vo vzdialenosti polomeru P

4/ prienik kN p = {O} - stred vpisanej kruznice
5/bod A vyuzitim uhlov B,y

Numerické zadanie:
a/ ¢c= 6cm Y =90° P= 21 cm - ziadne rieSenie
b/ a=62 cm o =48 P = 1,7 cm -
¢ b= 7cm P

dve rieSenia
56° P 2,1 cm - jedno rieSenie
Poznamka: Postup konstrukcii dostaneme cyklickou zdmenou.

4. Priklad: Zostrojte trojuholnik, ak je dany obvod . vv§ka na jednu
stranu_a protil’ahly uhol k tejto strane.

Podmienka rieSitel’nosti:

O<y, = ;cotg[45°+(:-j

e ® =90°+ <



Postup konStrukcie: Zostrojit’
1/ Gse€ku velkosti obvodu B'C’

2/ kruznicovy obluk & nad tetivou B'C
o

s obvodovym uhlom ® =90°+ 5

3/ priamku p // B'C , ich vzdialenost’ je rovna
vyske v,

4/ prienik k" p = | 4]

5/ vrcholy B, C pomocou osi tseCick B'A, C'A

Numerické zadanie:
a/ o= 158cm v, = 28cm @ =90° - dverieSenia
b/ o= 16 cm v, = 4 cm B = 72° - jedno rieSenie
¢ o= 15cm v.= 42cm 7Y = 68° - Ziadne rieSenie

5. Priklad: Zostrojte trojuholnik, ak je dana jedna strana,

protil’ahly uhol a vzdialenost’ ortocentra V — priese¢nika vysok od

tejto strany.

C
Podmienka riesitel’nosti: O << 1 < 5 tg ’; ,

kde m je vzdialenost’ ortocentra od danej

strany.

Rozbor: ® =180°—(90°—a) —(90°~B) =a + P = ® =180° —y



Postup konStrukcie: Zostrojit
1/ stranu AB
2/ kruZnicovy obluk k nad tetivou AB

s obvodovym uhlom ® =180°—y

3/ priamku p // BC vo vzdialenosti m
4/ pnk=V|

5/ pouzitim vySok v, a v, vrchol C

Numericke zadanie:
a/ a= 76 cm o = 110°
b/ b= 8 cm P= 70°
¢ ¢c= 68cm Y = 52°

5 cm - dverieSenia
= 2,8cm - jedno rieSenie
= 2 cm - ziadne rieSenie

8 8B

6. Priklad: Zostrojte trojuholnik, ak je dana jedna strana,
protil’ahlv uhol a rozdiel zvySnych stran.

Podmienka riesitelnosti: O << ‘a — b‘ < c

Rozbor: m=1800—(900—y2j:> m:90°+%



Postup konStrukcie: Zostrojit
1/ stranu danu stranu AB
2/ kruznicovy obluk k; nad tetivou AB

s obvodovym uhlom
® =90°+
2

3/ kruznicu k, = (B,r =a —b)
4 knk,=A4
5/ kruznicovy obluk k; nad tetivou AB

s obvodovym uhlom ¥ )
6/ bod C — predlzenim polpriamky BA’

Numerické zadanie:a/ ¢ = 6 cm a—-b=3cm Y =70° -

jedno riesenie
b/ ¢c=65cm b—-a=4cm VY = 48°-

jedno riesenie
¢ ¢c=58cm a—-b= 35m 7 =100°-

jedno riesenie

Iné formuldcie konStrukcénych uiloh: Vysledky su v pribliznych
hodnotéch.

7. Priklad: Dopliite chybajuci idaj tak, aby iloha mala jedno
rieSenie.

Numerické zadanie:
a/a=58cm o=50° v,=7? (6,2 cm)
b/b=48cm vw=3cm B =7? (143,6°)
¢/ ¢c= 6cm Y = 90° te = ? (3cm)
dc=68cm t.=2cm Y =7 ( 118°)



e/ c=68cm Y =110° P =7 (lcm)
f/o=14cm v,=49cm O =7? (40° )
g/ m =2 cm Y = 80° c =7 (4,8 cm)

8. Priklad: Dopliite chybajici iidaj tak, aby iloha mala 2 rieSenia.

Numerické zadanie:
a/a=35cm a = 72° Va =7 (va<3,44cm)
b/b=6cm t=25cm P =2 (B <50°)
c/ Y = 60° P=15cm ¢ =? (¢>5,19 cm)
d/ o = 52° va=3 cm o =? (0>9,6cm)
e/ m=3cm ¢ =8cm Y =? (Y>173,7°)

9. Priklad: O kol’ko musim zmensSit’ vv§ku ( aZnicu., polomer

vpisanej kruznice, vzdialenost ortocentra ), aby uloha mala
aspoii jedno rieSenie?

Numerické zadanie:
a/ c=3,5cm Y =50° zmenSi vysku v.=3cm
b/ a=74cm o =60° zmenS$i taznicu t, =7 cm
¢/ b=66cm B =44° zmensi polomer vpisanej kruznice P =3cm
d c=6cm Y = 80° zmenSivzd. ortocentra od strany ¢ m =3 cm

10. Priklad: Aké priklady na dand tému by napadli Vas?
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