Stvorcekovy papier ako most medzi aritmetikou a
geometriou

Milan Hejny, Karlova Univerzita, Pedagogicka fakulta, Praha

ABSTRACT: Arithmetic and geometry, two fundamental structures of school
mathematics, used to be regarded as two different worlds. However, by means of grid
paper it is possible to start creating pupils’ understanding of the arithmetic - geometry
linkage at least from grade 3. Moreover, this mathematical environment allows to pose a
lot of interesting non-traditional problems and serves as an effective tool in
constructivistic approach to mathematics education.

1. Uvod

Stvoréekovy papier je asto pouzivany pri réznych tilohach, hrach, popise
geometrickiych situacii, vyskume,... Niekolko titulov je uvedenych v
literature. Stvoréekovy papier je uéinny nastroj pri zavadzani stradnic.
Stradnice prepojuju navzajom svet geometrie so svetom aritmetiky a
neskor aj algebry. Preto mézeme Stvorcekovy papier vyuzit' ako nastroj,
ktory poméha ziakom chépat’ stvislosti medzi tromi uvedenymi svetmi.
Didaktické tivahy o tomto ndstroji si predmetom nasho ¢lanku.

Stvoréekovy papier sme ¢asto vyuzivali vnaSom experimentilnom
vyucovani na zdkladnej Skole v3. az 8. triede v sedemdesiatych a
osemdesiatych rokoch. Systematicky sme ho potom zacali vyuzivat
s kolegynou Darinou Jirotkovou v ostatnych Siestich rokoch pri priprave
buducich ucitelov - elementaristov na Pedagogickej fakulte v Prahe.
V oboch pripadoch sme vo vyucovani volili vyrazne konstruktivisticky
pristup. Pri priprave buducich ulitel'ov sme naviac s posluchd¢mi ¢asto o
edukaénych Styloch diskutovali. Argumentami opretymi o naSe
skusenosti sme ich nabéadali k nadobtidaniu vlastnych skiisenosti a k ich
analyze. Cielom takych experimentov a analyz je jednak ddvernejSie
poznanie skimaného prostredia, jednak, ba najmi, precitenie rozdielu
medzi transmistivnym vyucovanim, v ktorom ucitel’ vysvetluje a Zziak
znalosti  prebera a konStruktivistickym vyucovanim zalozenom na
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presvedCeni, ze poznanie nemoZno preniest’ z mysle ucitela priamo
do mysle Ziaka, poznanie si musi Ziak konStruovat’ saim — uditel’ mu
ale k tomu méZe vytvorit’ priaznivé podmienky.

Uz prvé semestre, oducené v duchu konstruktivistického pouzitia
Stvoréekového papiera, ukéazali zvySeny ndrast zaujmu posluchdcov o
matematiku. Urcite k tomu prispelo aj to, Ze sme pri praci organicky
prechéadzali z urovne matematickej do tirovne didaktickej a siistavne sme
povzbudzovali posluchacky k vlastnému experimentovaniu a k odvahe
rozpovedat’ o svojich novych skusenostiach kolegom. Rozpravanie
posluchaciek o pokusoch, ktoré robili so synovcami, neterami alebo
det'mi od susedov, boli silny motivacny impulz pre ich kolegyne.

V roku 1999 vyslo skriptum, ktoré sme napisali spolo¢ne s D. Jirotkovou
pod ndzvom vypozi¢anym pre titul tohto ¢lanku (pozri v literature). Aj tu
sme sa usilovali zachovat’ konstruktivisticky pristup a dvojuroviovost’
podania. Oboje sa snazime prezentovat’ aj v tomto ¢lanku.

2. Orienticia na Stvorcekovom papieri

Janko je chory, nebol v Skole. Telefonuje spoluziacke Lenke, aby mu
nadiktovala domace tlohy. Uloha z geometrie se vztahuje k obrazku: na
Stvoréekovom papieri je nakreslenych Sest’ bodov. Keby deti poznali
stradnice, vedela by Lenka obrazok Jankovi nadiktovat: Zvol jeden
mreZzovy bod a ozna¢ ho A(0,0). Potom d’alSie body budu B(3,1), C(4,2),
D(4,4), E(3,4), F(1,3). Deti ale stradnice eSte nepoznaju. Ako asi budu
postupovat™?

Opisanu didakticka ulohu rieSia poslucha¢i bez problémov. Poradia
Lenke, aby si zvolila jeden mrezovy bod za bod A a potom pokracovala
k d’alsim bodom: tri kroky doprava, jeden nahor - mas bod B, d’alej jeden
doprava, jeden nahor — mas bod C, dva kroky nahor — mas D, jeden
dolava — mas E, dva dolava, jeden nadol — maS F. Niekdy dodaja, Ze
mozno eSte urobit’ aj kontrolu, ¢i sa zbodu F do A dostant na prikaz: tri
kroky nadol, jeden dolava. Naro¢nejSi problém vznikne, ked treba
vymysliet jednoduchy sposob zéapisu takého dlhého rozpravania.
Posluchaci navrhnu viacero spdsobov zapisu. Nakoniec sa rozhodnu, ze
budi pouzivat ten, vktorom je naS obrdzok zapisany takto:
A—>—>>TBTCM DB« FlLA.

Sipkové zapisy prehlasili viaceré posluchacky za lepsie, ako suradnice.
Chvalili ich jasnost, aj to, Ze netaja kam treba vyniest’ prva a kam druhu
stradnicu. Viaceré posluchacky skusili Sipkové hry sdetmi a dosli
k poznaniu, ze uz tretiaci su schopni tito symboliku spolahlivo pouzivat.
Uved’'me niekol’ko tloh, ktoré boli rieSené pomocou Sipkovych zapisov.
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Uloha 1. Kolkymi spdsobmi sa da zapisat’ cesta od bodu A do bodu B?
Uloha 2. a) Kolko usetiek je uréenych bodmi A, B,C,D, E,
F ako krajnymi bodmi?

b) Usporiadajte isecky od najkratSej po najdlhsiu. ¢) Urcete tie, ktorych
stred je mrezovy bod.

Uloha 3. Ktory z troch trojuholnikov AABC
A->>TBT T CllA,

ADEF D> TE> T T Fe—««ID, AGHJ
Goo>ILH> M Ie—««G.

je ostrouhly, pravouhly, ¢i tupouhly. Preco je to tak?

Uloha 4. Na nasom obrazku vyznalte mrezovy bod G, tak aby pocet
trojuholnikov XYG, kde X a Y st niektoré dva zbodov A, B, C, D, E, F,
bol 13.

Uloha 5. Zapisom K——{L je dana strana §tvorca KLMN. Popiste cely
Stvorec.

Uloha 6. Ulohu 4 rieste pre pripad a) K->—>—JL, b) K>—>—>—IL, ¢)
K—>—>—>—>—IL.

Uloha 7. Kolko velikostou roznych $tvorcov mozno zapisat’ pomocou
prave 12 Sipok?

Pri rieSeni tychto a d’alSich uloh doSlo medzi posluchd¢mi k réznosti
nazorov. Napriklad pri ulohe 1 sa najprv vSetci zhodli na odpovedi styri
sposoby, ale neskdr, ked” bola rieSena uloha 6, niektori posluchaci
pripustili, Ze sposobov je nekoneéne vela. Uloha 6 viedla k hadkam a
potrebe vyjasnit, ako budeme chapat’ pojem Sipkovy zapis mrezZového
utvaru. Vyjasiovaniu sme venovali vela usilia. Zmyslom takého
pristupu bolo ukézat’, Ze matematika nie je pevne dany systém definicii a
tvrdeni, ale oblast’ pre Spekulativne hry, kde hlavnym kritériom nie je
autorita, ale pravda a bezospornost. Vyjasiiovanie sme zacali spisanim
sporného a nejasného:

1. Musi byt’ na zaciatku i konci Sipkového zapisu pismeno?

2. Musi to byt’ rovnaké pismeno?

3. Je mozné, aby sa v Sipkovom zapise objavili vedl'a seba dve opacné
Sipky?

4. Musi byt’ Sipkovy zapis najaspornejSi mozny?

Posluchaci mali na tieto otazky odliSné nazory a tak vznikli nakoniec

viaceré vymedzenia pojmu Sipkovy zdpis mrezového utvaru. Kazdy

poslucha¢ si napisal vlastné vymedzenie a to potom musel dosledne

dodrzovat. Tak sa stalo, Ze spravna odpoved na ulohu 6 pre jedného

posluchaca bola 2, pre iného 8. Posluchaci postupne svoje vymedzenia
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pojmu Sipkovy zapis mrezového utvaru menili a nakoniec skoro vsetci
prijali rovnaké vymedzenie, dané¢ odpoved'mi ANO na otazky 1,2 a4 a
NIE na otdzku 3. Teda zdpis musi byt najispornej§i mozny a musi
zacinat’ 1 koncit’ v tom istom vrchole mnohouholnika.

3. Idea komplementarity

Vratme sa k telefonatu Janka a Lenky. Na zaciatku kapitoly 2 sme

rozhovor neukon¢ili, zamerali sme sa iba na obrazok. Nedozvedeli sme

text Ulohy. Jednéd sa ulohu 2. Posluchaci ju vyriesili vo vSetkych troch
skupinach bez véaznejSich problémov. Potom sme si podrobnejSie vSimli
didakticka troven ulohy. Predlozili sme posluchacom

Téma na diskusiu 1. Pri rieSeni lohy 2a) vznikol mezi Ziakmi spor, ¢i

useciek je 15 nebo 30. Ako vy, ucitel’ka, na spor zareagujete?

Spociatku sa posluchac¢i zamerali na matematicki stranku sporu.

Ukazovali, ze odpoved’ 30 je chybnd, lebo tiseCka AB i usecka BA je ta

istd. Az neskor zacinali chéapat, Ze podstata tohto problému tkvie

v hladine didaktickej a =zacali hlbSie prenikat do kognitivnej a

komunika¢nej hladiny opisanej situdcie. Postupne sa tak dostali

k poznaniu:

e Ziaci, ktori chapu usetky AB a BA ako dva rézne objekty odhal'uju
procesudlny charakter svojho myslenia a davaju ucitelovi cennu
informaciu o vlastnom kognitivnom S§tyle . Ucitel v budicnosti
vyuZzije toto poznanie a bude tymto ziakom otvarat’ matematicky svet
viac cestou procesu ako konceptu.

e Spor, ktory vznikne medzi Ziakmi, je silny motivacny zdroj d’alSieho
intelektualneho rastu deti, ktoré si do sporu zaangazované — preto je
nerozumné, aby ucitel’ rozhodnutim sporu ,,useCka AB je ta istd ako
usecka BA* tento motivacny zdroj znicil.

e Za optimalnu povazujeme reakciu ucitel'a charakterizovant slovami:
Vidime, ze useCku mozno chépat’ aj ako jej vytvaranie (v takom
pripade je cesta od A do B ina ako cesta od B do A), aj ako vysledok,
ako Ciaru, ktora je uz na papieri nakreslend (vtedy su AB a BA dve
mena toho istého objektu, asi ako Edo Maly a Maly Edo st dve mena
toho jediného Ziaka). Kazdy si zvoli vlastné chapanie pojmu usecka.
V d’alSom ho bude stale dodrzovat.

e To ¢o doporucujeme v predchadzajicom bode pozname aj z vlastnej
skusenosti, lebo aj my sme si pojem Sipkovy zdpis mrezového utvaru
upresiiovali rovnako.

Na tlohu 2a) bude napojovat nasledujaca tloha:

Uloha 8. Kolko a) trojuholnikov, b) $tvoruholnikov c) patuholnikov je
ur¢enych bodmi A az F na obrazku? (Stale sa jedna o ten isty obrazok
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opisany v telefonate na zaciatku ¢lanku).

Posluchaci ndjdu odpovede: a) 20, b) 15, ¢) 6. Ak v priebehu rieSenia
nedéojde medzi posluchaémi ku sporu, ktory by zahajil
debatu, tak im predostrieme tuto vyzvu:

Téma na disktsiu 2. A) Co si myslite o formulacii ulohy 2? B) Podet
useciek v ulohe 2a) i pocet Stvruholnikov v tlohe 8 bol rovnaky. Bolo to
15. Je to ndhoda? Ak to nie je nahoda, tak vysvetlite pri¢iny. C) Zvazte,
ako mozno toto poznanie ukazat’ ziakom tretej triedy.

Vyzvu sme polozili poslucha¢om v troch skupiniach a v kazdej doSlo
k plodnej debate:

A) Vo vsetkych troch pripadoch navrhli posluchaci sobratit’ poradie
bodov a), b), ¢) ulohy 8: Zacat' lahkym a pripadom c) a skoncit
naro¢nym pripadom a). Ich experimenty s det'mi to plne potvrdili.

B) Ani v jednej skupine posluchaci neodhalili ideu komplementu: ak
useCke AB priradim Stvoruholnik CDEF, usecke AC §tvoruholnik BDEF
atd’, budem mat navzdjom jednoznacne priradené Stvoruholniky a
usecky. Preto je oboch mnozin rovnako. Ideu komplementu sme
posluchacom neprezradili, ale polozili sme im navodnu tlohu:

Uloha 8*. Pocet patuholnikov je rovany ako pocet bodov. Je to nahoda?

V dvoch skupinach tato uloha ihned’ pomohla objavit’ ideu komplentarity
a aplikovat’ ju aj na prechadzajici pripad komplementarity mnoZziny
useciek a mnoziny $tvoruholnikov. Jedna posluchacka dokonca potom
doma priSla na to, ako sa myslienka komplementarity da pouzit na
zistenie poctu trojuholnikov. Nakreslila si desat’ kopii nasho obrazku
v kazdom vyznacila dva trojuholniky. Jeden Cervenou a druhy modrou
farbickou. Trojuholnik, ktory obsahoval vrchol A bol vzdy vyfarbeny
cervenou. Potom povedala, ze stac¢i zistit kol'ko je <&ervenych
trojuholnikov, teda tych ¢o obsahuju vrchol A, a toto ¢islo zdvojnasobit’.

C) V jednej skupine sa rozprudila vel'mi podnetnd debata o tom, ako
najlepsie vysvetlit' ideu komplementu Ziakom. Posluchac¢i upozornili, ze
treba zvazit’ vek ziakov, a ustanovili sa, ze budu pracovat’ so Stvrtadkmi.
Navrhli, aby sa idea komplementu najprv ukazala na inych prikladoch.
Po nasSej otazke, ¢i je to pristup konStruktivisticky ihned’ pozmenili svoje
rieSenie. Pochopili, Ze nie je rozumné cokol'vek vysvetlovat’, ale treba
ziakom predlozit vhodné ulohy. Ani my sme im ideu komplementu
neprezradili, ale pomocou tlohy 8* sme im otvorili cestu k tejto znalosti.
Posluchac¢i zacali vymyslat vhodné navodné ulohy, ktoré otvoria
Stvrtakom ideu komplementu. Napriklad: Ucitel’ napiSe poprehadzovane
na tabul'u vSetkych desat’ Cisel od 0 po 9. Potom cast’ tabule zakryje,
takZe ziaci uvida iba ¢isla 7, 0, 4. Ucitel sa opyta, aky je sucet
chybajtcich ¢islic. Posluchaéi tato ulohu riesili tak, ze si napisali
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chybajtce Cisla a tie potom spocitali. Ked’ sme im ale zakryli vSetky ¢isla
okrem jedného, jedna posluchacka objavila, ze staci od suctu0 + 1 + 2
+ ... + 9 = 45 odratat’ to Cislo, ktoré ostalo nezakryté. Tak bola objavena
idea komplementu a ti potom posluchaci preniesli 1 na pripady, ked’
odkryté ostali dve ¢i tri Cisla.

Po istej dobe posluchaci hlbsie prenikli do situacie naznacenej uvedenymi
ulohami. Objavili, ze z vrcholov n-uholnika mozno vytvorit' tol’ko k-
uholnikov kolko (n-k)-uholnikov. Tym objavili model kombinatoricke;j
identity C(k,n) = C(n-k,n). Neskor svoje tvrdenie vylepSili spresiujucou
podmienkou: povodny n-uholnik musi byt konvexny. Zacali rozoberat’
pripady, ked povodnych n bodov netvori konvexny n-uholnik, napriklad
pripad, ked’ tri z tychto bodov lezia na priamke. Tie posluchécky, ktoré
samostatne zacali tieto ulohy rieSit, zaCali objavovat matematiku
samostatne. Motivujuca pre ne nebola snaha vyriesSit’ vlastni ulohu, ale
radost’ z pripravy uloh pre svojich buducich ziakov, na ktorych sa uz
teraz teSia.

4. Metéda uvoliiovania parametrov - propedeutika algebry

Algebra vstupuje do Skolskej matematiky na druhom stupni zakladnej
Skoly a jej hlavnou napliou je naucit ziakov techniku manipulacie
s algebraickymi vyrazmi. VyuCovanie tejto partie je inStruktivne a
imitativne: ucitel ukaze ako treba postupovat, a ziaci to opakuji a
nacviCuju. Nazddvame sa, ze UuCinnejSia cesta kalgebre ide cez
konstruktivistické¢ pristupy: vhodné problémové situacie vedu ziakov
k samostatnym objavom algebry ako jazyka, ktory dovoluje
zovSeobeciiovanie série aritmetickych vztahov. Jeden taky postup,
s ktorym moZno zacat’ uz v tretom ro¢niku, je zalozeny na ceste, ktorej
cielom je rieSenie nasledujucej tlohy:

Uloha 9. Vo $tvorci KLMN pozname body K(j,k) a L(m,n). Najdite
suradnice bodov M, N, tak, aby KLMN bol S$tvorec. (Tu i dalej
uvazujeme iba o kladne orientovanych Stvorcoch.)

Ulohu moZno polahky vyriesit pomocou silného aparatu vektorov.
Siestaci ho nepoznaju, no napriek tomu si dokazu s ulohou poradit’, ak st
dobre vedeni . Uz ako tretiaci vyrieSia ulohu:

Uloha 9a. Dana je mrezova tsetka KL (K—>—TL). Zostroj §tvorec
KLMN a zapis ho.

Ked’ ziaci vyrieSia viacero takych uloh, objavia ndvod na ich rieSenie:
Zober danu usecku, nech je to napriklad K—»>——>——TTL. T4 je dana
Cislami 5 a 2. Postupuj pomocou tychto ¢isiel po rame hl'adaného

Stvorca, teda: zvol bod K, chod’ 5 krokov vpravo, 2 nahor ozna¢ L,
pokracuj 5 krokov nahor, 2 vlavo ozna¢ M, dalej 5 krokov vlavo 2
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nadol, ozna¢ N. Urob kontrolu: zbodu N chod 5 krokov nadol a 2
vpravo, mas byt’ v bode K. Sipkovy Zapis je:
Koo TTLIM M e M LINUHT 55K
V navode je Styrikrat pouzité ¢islo 5. Ked vSetky Styri vyskyty cisla 5
zamenime za iné prirodzené Cislo, znova dostaneme Stvorec. Rovnako
mozno zmenit i Styri vyskyty ¢isla 2 za iné ¢islo. Mame teda vlastne
vSeobecny navod na konstrukciu mrezového Stvorca s danou stranou KL.
Uvedené rieSenie leZzi na protoalgebraickej Grovni: eSte nie je pouZity
znak, ale uz je tu formulovana vSeobecnd situacia. K algebraickej urovni
sa priblizime v Stvrtej triede, ked’ ¢isla 5 a 2 nahradime znakmi, napr. O a
K—0-T TLTOT« MO« INJOl—> —K. Kolietko i
Stvorcek su miesta pre cisla, pritom cisla v Stvoréekoch (kolieCkach) su
rovnaké.
V piatom ro¢niku sa ku konStrukcii Stvorca vratime, tentoraz s pouZzitim
stradnic. Za¢neme riesit’ tlohu 9 pre Specidlne pripady. Najprv poloZzime
vrchol K do poc¢iatku K(0,0) a menime iba polohu bodu L, teda suradnice
m, n. Nebudem menit naraz obe, ale iba jednu z nich:

Uloha 9b. Vo §tvorci KLMN pozname bod K(0,0) aj druhii suradnicu
bodu L(?,0). Ak vam prezradim aj prva suradnicu, budete vediet’ napisat’
suradnice bodov M a N?

Ziaci nakreslia niekolko pripadov $tvorca KLMN: za utajené &islo ?
postupne dosadia ¢isla 1, 2, 3, 4, a najdu odpoved: M(?,?), N(0,?). Znak
“?” sa niektorym ziakom nepacil a pisali namiesto neho “ tajné cislo”,
alebo Stvorcek, alebo iba “taj. ¢”, alebo “nez.c.” ako nezname ¢islo. Tak
sami ziaci zaviedli do naSich zapisov pismena a ukoncili tak dlhodoby
proces: ¢innostné poznanie —> verabalizdcia — symbolizicia.
Nasledujuca uloha uz pouziva pismena.

Uloha 9c. Vo §tvorci KLMN pozname bod K(0,0) ale pri vrchole L(m,1)
je prva suradnica neznama. Ak vam ju prezradim, budete vediet’ napisat’
stradnice bodov M a N?

Aj teraz nakreslia Ziaci viacero pripadov, zistia, Ze pre vrchol N je N(-1,
m), ale s vrcholom M budu tazkosti. Sta¢i vSak vysledky zobrazkov
prepisat’ do tabul’ky a rieSenie sa ukaze samo:

Nezname ¢islo m 1 2 3 4 m

Prva suradnica bodu M 0 1 2 3 m-—1

Druh4 sauradnica bodu M 2 3 4 5 m+ 1
Tab. 1

(O vstupe pismena na scénu je viacej pisané vuvedenom skripte.)
Pokracujeme tlohou
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Uloha 9d. Vo $tvorci KLMN pozname bod K(0,0) a druht suradnicu
bodu L. Ta je 2, 3, 4 alebo 5. Prezradim vam aj prvu suradnicu bodu L.
Napiste stiradnice bodov M a N?

Pre kazdé z ¢isel 2, 3,4 a 5, ktoré vystupuju ako druhé stiradnica bodu L,
urobia Ziaci tabulku podobnd tabulke 1. Posledné stipce tychto tabuliek
napisu do novej tabul’ky. V nej sa objavia uz dve pismend, dve stradnice
bodu L(m,n) .

n — druha stradnica bodu L 1 2 3 4 n

Prvéa suradnica bodu N -1 -2 -3 -4 -n

Druh4 suradnica bodu N m m m m m

Prva suradnica bodu M m-1 m-2 m-3 m-4 m-n

Druha suradnica bodu M m+1 m+2 m+3 m+4 m+n
Tab. 2

Tieto tvahy st schopni uskuto¢nit’ Siestaci samostatne. Dokédzu
v uvolfovani stiradnic samostatne pokracovat’: uvolnit’ prva a napokon i
druht suradnicu bodu K. Princip metody, ktor sme opisali uz vknihe
Hejny a kol. (1989) a ktorej sme dali meno metdda uvoliiovania
parametrov (suradnic) podrobnejSie osvetlime.

V dulohe 9 vystupuju Styri premenné j, k, m, n, siradnice vstupnych
bodov K a L. Ulohou riesitel'a je vyjadrit pomocou tychto parametrov
suradnice bodov M a N. Proces rieSenia rozlozime do etap. Najprv
fixujeme cisla j, k, n a uvolnime iba parameter m. Dostaneme prva
¢iastocnu odpoved’ — pozri Tab. 1. Potom v druhej etape uvolnime druhy
parameter. V nasom pripade to bola stiradnica n. Pre kazdé n =1, 2, 3, 4,
menime parameter m, ndjdeme stradnice bodov M a N. Tak dostaneme
odpoved’ pre pripad, ze siradnice bodu K st pevné a suradnice bodu L
I'ubovol'né — pozri Tab. 2. Mohli by sme pokracovat’ uvoliiovanim prvej a
napokon i druhej stiradnice bodu K, teda tret'ou a Stvrtou etapou. To robit’
nebudeme, pretoZze nam nejde o rieSenie ulohy, ale o osvetlenie metddy,
ktorda vyrazne pomaha rieSitelom prezit proces abstrakcie a
zovSeobeciovania.

5. Meranie — od manipulicie ku Spekulacii

Na nas obrazok, ktory bol predmetom telefonatu Janka a Lenky, pozrime
z iné¢ho konca. Za¢nime merat’ vzdialenosti medzi jednotlivymi bodmi
obrazku. Aby nase meranie malo zmysel, musi byt obrazok narysovany
velmi presne: vzdialenost' T'ubovolnych susednych mrezovych bodov
musi byt presne 10 mm.

V prvej etape zistujeme vzdialenosti bodov manipulativne. Merdme
s presnost’ou na mm a hornym indexom “+”, “—_ alebo “!” upresnime, ¢i
je skutocna vzdialenost voc¢i uvedenej vécsSia, menSia, alebo presna.
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Napriklad [DE| = 10", |BC| = 147, |]AB| = 32..

V druhej etape objavia Ziaci mySlienku predlZzovania a delenia usecky.
Napriklad, ked usecku BC prediiime 5-nasobne, zistime , Ze tato ma
mieru 71". Preto use¢ka BC, ktora je jej pitinou, ma dizku mensiu ako
14,2.

V tretej etape dojde ku sporom. Predmetom sporu byvajii najCastejSie
dizky tse¢ick AE a AH, kde bod H je dany zapisom F—H. Niektori Ziaci
tvrdia, ze |AE| = 50, ini tvrdia, Ze |AE| = 50" a ini, Ze |AE| = 50". Podobne
si tri nazory na dizku usetky AH: 36, 36°, 36. V nasom
experimentalnom vyuc€ovani spor dlho ostal otvoreny. O rok neskor, pri
skimani taznic a vySok trojuholnika, mali Ziaci n4jst vysky
v trojuholniku UVW, kde U(0,0), V(5,0), W(3,4). Jeden chlapec si
spomenul na nedorieseny problém s dizkami a predviedol krasny dokaz
tvrdenia [UW]| = 50'. Oznaéme Q stred usecky VW. Je to bod Q(4,2).
Usecky UQ a VW su navzijom kolmé a teda UQ je vyska v trojuholniku
UVW a trojuholniky UVQ a UWQ st zhodné (symetrické podla priamky
UQ). Preto je [UW]| = [UV|= 50"

Pripad Gsecky AH nad’alej ostal otvoreny.

Stvrta etapa zadala v okamziku, ked’ si Ziaci uvedomili, e dizku hociakej
usecky KL mozno zistit' pomocou obsahu stvorca KLMN, zostrojené¢ho
nad useckou KL. Vtej dobe to boli uz siedmaci a poznali odmocninu.
Zistili, ze $tvorec nad tseCkou AH ma obsah 13 ¢cm? a preto je |AH| =
V1300 = 36,0555... = 36". Toto poznanie dalo odpoved’ na vieobecnu
otazku — dizku kazdej mreZovej usecky uz vedia nielen odmerat, ale i
vypocitat’.
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