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ABSTRACT: The article is dealing about some methods to solve the problems of plane
geometry. Aplications of these methods are shown on the concrete example.

1. UVOD

Metody rieSenia konStrukénych planimetrickych uloh méZeme rozlisit
podla toho, ¢i pracujeme s geometrickymi utvarmi priamo, bez
akychkol'vek vypoctov, alebo pomocou aritmetickych aalgebrickych
operacii.

Prva metdda je rydzo geometrickd, poméha si geometrickymi obrazcami,
¢im sa stava vel'mi nazornou. Prave preto bola s obl'ubou pouZivana uz
v starom Grécku adnes sa vyuziva najmi v elementdrnych Ccastiach
geometrie. Niekedy taito metdodu nazyvame syntetickou, nakolko
skimame geometrické utvary na zéklade ich vlastnosti, pricom
postupujeme od jednoduch$ich vztahov kzlozitejSim. Geometricka
metddu mozeme z hl'adiska hlavnej myslienky postupu konstrukcie pri
rieSeni uloh  rozdelit na metdodu mnozin bodov danych vlastnosti
ametddu transformacnu. Toto rozdelenie vSak plati len pri rieSeni
jednoduchych (elementarnych) uloh. Pri rieSeni zlozitejSich uloh sa oba
tieto postupy navzajom kombinuju.



Druhd metdda je zalozend na algebrickom zéklade. Ked'ze vypocitava
hl'adané veli¢iny zo zadanych, pomocou ktorych vieme  zostrojit
hladany geometricky Utvar, nazyvame ju aj analytickou metddou.

Pri rieSeni mnohych uloh je vhodné pouzit’ Specidlne vzt'ahy, odvodené
medzi geometrickymi utvarmi danymi a hl'adanymi. V takych pripadoch
nemo6zeme hovorit’ ani o jednej zpredchadzajucich dvoch metod,
nakol’ko obe su podriadené prave tymto vztahom. Takuto metodu
nazyvame podla [1] metodda zaloZend na Specidlnych vztahoch.

2. ULOHA RIESENA NIEKOLKYMI METODAMI

Pre lepSie pochopenie postupov pri jednotlivych metdédach uvedieme
konkrétnu ulohu, ktort budeme postupne riesit’ niekol’kymi metdédami,
pricom uvidime, Ze nie vSetky metddy su vzdy rovnako vyhodné.

Uloha: V (euklidovskej) rovine zostrojte trojuholnik 4BC, ktory je dany
dvoma stranami a, b a dlzkou ox osi uhla 3 (pri vrchole C).

Riesenie:

a) K specialnym vztahom prideme nasledujucim rozborom (obr. 1).
V hl'adanom trojuholniku ABC ozna¢me AC=b, BC=a. Zostrojenim
kolmic kosi uhlu ¥ koncovim bodom C’ osi avrcholmi A4, B,
dostaneme na strane AC body, ktoré tvoria harmonicku Stvoricu, pretoze
plati (AB'CD)= -1. Vyplyva to z rovnoramenného lichobeznika A4 'BB’,
ktory povazujeme za Uplny Stvorroh (pozri [2], str. 257).

Konstrukciu realizujeme tak, Ze na dant stranu, napr. b, nanesieme CB
'=a a zostrojime bod D ako Stvrty harmonicky k trojici bodov 4, B, C.
Nad priemerom CD zostrojime Talesovl kruznicu (£LCC'D=90°), ktora
ur¢i vrchol C’" pomocného trojuholnika CC’D, v ktorom pozname eSte
jednu odvesnu CC’'= ox . Vysledny trojuholnik ABC sa doplni vel'mi
lahko.



Podmienkou rieSitelnosti tlohy je existencia vrcholu C” pravouhlého
trojuholnika. Musi teda platit CC'<CD, t. j. dana dlzka ox musi byt
menSia ako harmonicky priemer danych stran CB'=a, AC=b.

S, N . ., 2ab .
Harmonicky priemer useiek a, b je dany vyrazom 717; preto musi
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a+b
trojuholnik simerne zdruzeny s A ABC podla strany b.

. Uloha je potom jednozna¢na, ak neuvazujeme

platit ox <

b) Pri rieSeni Glohy metodou mnozin bodov danych viastnosti obyCajne
chceme zostrojit’ ur€ity bod vysledného ttvaru, ¢im bude iloha v podstate
vyrieSena.

V nasej tlohe budeme hladat’ vrchol A trojuholnika ABC. Najskor
zostrojime use¢ku dizky ox = CC’ (obr. 2). Z podmienky pre dizku strany
b vyplyva, Ze bod A4 lezi na kruznici m,(C,b). Podobne bod B lezi na
kruznici mp(C,a), z Coho mézeme odvoditdruhti mnozinu bodov s danou
vlastnost'ou pre bod 4, ak berieme do tivahy znamy vztah (4—C’):(B—C")
=—b:a . Ak bod B lezi na kruznici mp , potom sicasne bod 4 lezi na
kruznici m’y homoteticky zdruzenti s mjp podla vnutorného stredu
homotetie C'. Pre stred D kruznice m’, plati (C—-D):(C-C)=-b:a a pre

jej polomerr'=a —=bh.
a



obr. 2

V konStrukcii pokracujeme tak, Ze na l'ubovol'ni polpriamku sbodu C
nanesieme postupne Cl/=a, [2=b abodom 2 zostrojime priamku
rovnobeznt s /C" . Takto na polpriamke CC’ dostaneme bod D. Hl'adany
bod A bude priesecnikom kruznic (mnozin bodov s danymi vlastnost’ami)
my a m’y . Priamka ur€ena druhym priesecnikom 4" tychto kruznic
abodom C pretina kruznicu mz vo vrchole B. Uloha je v podstate
jednoznacna (trojuholnik s vyslednym vrcholom 4" by bol totiz simerne
zdruzeny podl'a CC") a riesitel'na, ak vzdialenost’ stredov C, D kruznic m.
, m’s je mens$i ako sucet ich polomerov, t. j. 2b. Nakol'ko CD=CC’'+C
2ab

a+b

, b . oo
D= ox (I+—), dostdvame opiat’ ox <
a

c) Pri rieSeni ulohy transformacnou metddou transformujeme dané
utvary alebo ich casti tak, aby sme o najlahSie mohli najst’ rieSenie
ulohy po tejto transformacii (ktora avSak musi byt jednoznaéne
definovand). Ztakto  ziskaného vysledku prejdeme  spétnou
transformaciou k rieSeniu povodnej ulohy. Takato situdcia nastene pre
dobre zname ,,pohybové* transformacie ako su posunutie, otoCenie, osova
simernost. Podobna situacia je aj pri transformécii na Utvary
homotetické, resp. podobné. V tomto pripade je vysledok povodnej tlohy
homoteticky, resp. podobny k vysledku ziskanému pre transformované
utvary.

Vratme sa teraz knasej ulohe, ktori vyrieSime pomocou homotetie
(rovnolahlosti). Najskor zostrojime trojuholnik ‘4’B'C , v ktorom



pozname pomer ‘a:’b:' ox = a:b:ox , teda trojuholnik podobny
s vyslednym A ABC. Jeho konstrukcia je nasledovna (obr. 3).

e,
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obr. 3

Zostrojme Tubovolnu stranu ‘c='4'B. Nakolko pozname pomer d’alSich
dvoch stran, tak vrchol ‘C bude lezat' na Apolloniovej kruznici m
zostrojenej (pozri [2], str. 76) nad priemerom '‘C”C’" pre dany pomer
b:a. Podobne v pomocnom trojuholniku ‘A’B'C poznidme pomer stran
'A'C:'C"C= b: 0x . Bod 'C bude teda lezat’ aj na Apolloniovej kruznici n
nad priemerom UV. V priese¢niku tychto dvoch kruznic je teda hl'adany
bod ‘C. vysledny trojuholnik ABC zostrojime ako trojuholnik
homoteticky s A ‘A’B'C podl'a stredu 'C®C.

d) NajrychlejSou cestou k vysledku nasej tlohy je rieSenie algebrickou
metddou.

Hradajme dizku x=C’X (obr. 4).
Vrcholom B vysledného A ABC
vedieme rovnobezku so stranou
AC , ktora pretina polpriamku CC’
v bode X. Z podobnosti
trojuholnikov AC'C a BC'X (podl'a
vety uu) vyplyva: AC:C'C=BX:C
‘X.  Nakolko A CXB je
rovnoramenny (oba uhly pri

zékladni CX sa rovnaju %),

mame BX=BC=a. Predchadzajuci
pomer mdzeme teda napisat’ vtvare b: ox = a:x , podla ¢oho moZeme

5



zostrojit’ usecku dizky x. Zostrojenie A ABC je potom vel'mi jednoduché.

Z A CXB, ktory zostrojime ako prvy, vyplyva aj rieSitelnost’ ulohy. A

ABC sa da jednoznacne zostrojit, ak plati CY<CB+BX. Dosadenim za
2ab

a+b’

CX= ox + x dostaneme opit’ podmienku oy <

3. ZAVER

Z uvedenych metod a rieSeni konkrétnej ulohy v tomto ¢lanku mdzeme
vidiet pestrost’ elementarnej euklidovskej geometrie, s ktorou by sa mohli
oboznamit’" Ziaci uz na strednych Skoldch pri rieSeni mnohych
zaujimavych uloh, napriklad v rdmci matematickych krizkov, ¢im by si
rozs$irili obzor svojich vedomosti z tejto ¢asti matematiky. RieSenie jednej
ulohy viacerymi metodami zarovei nabada ziakov pozerat’ sa na problém
z viacerych pohladov, a tak poméha rozvijat’ ich tvorivé myslenie.
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