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Na rozdie od prirodnych a spolocenskych vied, ade podobne ako v umeni, hyri
matematika neprebernou ponukou niekedy aZ hraveg a pritom zmysluplng tvorivosti burcujlce)
Pudsky intelekt. Pozorovanie kvalitativng povahy a vzpéti nato operovanie s kvantitativnymi
vlastnostami prirodzenych ¢isel ukazujlcich sa v ndzornom redlnom svete — podobne ako
kredenie obrézkov ¢&i spievanie jednoduchych ndpevov — uchvacuje uz i malé dieta.

Podpora, rozvoj, rozSrovanie a kultivacia zmienenych prirodzenych zdrojov Fudskej
tvorivogti je jednym z priznacnych rysov eurdpskeho vzdeldvania Napokon prave tvoriva
vynachéadzavost’ je tym, ¢o by mohlo v globalizovanom svete zaistit' Eurdpe i nad’aej dostojné
postavenie.

Aj ked” malé prirodzené ¢ida si najpristupnegiSim azreime i najpdvodneiSim zdrojom
tvorivosti ztych, ktoré pontka matematika, nie st ani zd'deka jedinym takymto zdrojom.
Na hodinach matematiky na zékladnych a strednych Skolach (a nakoniec i na skolach vysokych)
sa Studenti stretdvajld sradom d'alSich nemeng vyznamnych. Tie v3ak byvajd skryté pod
mnozstvom najréznegSich zavaznych poznatkov, ktoré vstrebavajl pozornost’ Studentov. Ide teda
0 to upozornit, Ze sme sa v tom ¢ onom pripade s takymto zdrojom tvorivosti stretli, pripadne
naznagit’, akym spdsobom by bolo mozné z neho cerpat’. A prave tymito doleZitymi otédzkami sa
Uspedne zaobera prof. Jan Kopka, aim jetiez venovanatéto kniha

Praha, 25.11. 2009

Petr Vopénka



Predhovor

Rovnako ako v Zari Snka bledni vaetky hviezdy, tak aj ucenec
mbZe v obecnom zhromazdeni zatienis d&vu inych, ked’ predloZi —
atym skoér, ked’ vyrieS — matematické problémy.

(z knihy velkého indickéno matematika Brahmagupty, rok 628)

Zagneme jednoduchym, ale zaujimavym problémom, ktory o knihe v&eli¢o napovie.

Problém 1: Zvolte nejaké trojciferné ¢islo atoto ¢islo napidte dvakrét za sebou. Vzniknuté Sest-
ciferné ¢ido del'te ¢islom 7, ziskany vysledok ¢isom 11 a tento druhy vysledok este ¢islom 13.
Skumajte, ¢o dostanete.

RieSenie: Zatneme experimentovanim. UvaZzujme napr. trojciferné ¢islo 412. Ak ho napiSeme
dvakrat za sebou, vznikne Sest’ciferné ¢ido 412 412. PoZzadovanym delenim dostaneme:

412412 :7=58916, 58916: 11 =5356, 5356: 13=412.

Ziskali sme trojciferné ¢ido, ktoré sme na zagiatku zvolili. Pokial’ experiment niekolkokrét zo-
pakujeme (s réznymi vychodiskovymi trojcifernymi ¢islami), vzdy dostaneme trojciferné ¢islo,
z ktorého sme vychadzali. M&Zzeme preto vydovit’:

Hypotéza: Ked’ s akymkol'vek trojcifernym ¢islom urobime vySSie opisany postup, potom vzdy
na zéver dostaneme trojciferné ¢islo, z ktorého sme vychédzali.
Hypotézu mbzeme overit’ edte na d’alSich prikladoch, ale my mame schopnosti na to, aby sme ju
dokazali. Jedna moznost’ by bola, Ze by sme vyskusali vSetkych 900 trojcifernych ¢isel. To by
vSak bola, @ pri pouziti kalkulacky, velmi zdlhava préca, a preto budeme postupovat’ inak.
Nech abc oznaduje vychodiskové trojciferné ¢islo. Ak napiSeme toto ¢ido dvakréat za sebou,
dostaneme Sest’ciferné ¢islo abc abc. Ked’ toto ¢ido rozpiSeme a upravime, dostaneme:

abc abc = a.10° + b.10* + ¢.10° + a.10° + b.10 + ¢ = 2.100 100 + b.10 010 + ¢.1 001 =

=1001(a.10°+ b.10 + ) .

Pre ¢ido 1 001 plati 1 001 = 7.11.13, aje preto delitelné ¢idami 7, 11 a 13. NavySe, po uvede-
nom deleni dostaneme ¢ido v zétvorke. V zétvorke je v rozpisanom tvare trojciferné ¢islo abc,
z ktorého sme vychadzali. ]

Symbol [] oznatuje koniec dokazu. Dokézanu hypotézu mdzeme teraz premenovat’ na vetu.
Dufam, Ze citatela tento zaujimavy, i ked’ nenéro¢ny problém zaujal natolko, Ze bude v &ita-
ni knihy pokracovat’ g d'aej. Uved’'me edte jeden zaujimavy problém.

Problém 2: Je dana Stvorcova tabulka 8" 8. Doplite jg policka cislami 1, 0, -1 tak, aby sicty
¢isal vo v&etkych riadkoch, stlpcoch aoboch diagondlach boli navzgom rozne.

Ide sa vlastne o akysi anti-problém k problému Zostrojte magicky Stvorec (pozri kap. 5 ¢lé-
nok 12 a 13), v ktorom sl vSetky uvedené stcty rovnakeé (tam vSak méme k dispozicii na dosa-
dzovanie viac ¢isdl akazdé mbze byt’ v tabul’ke prave raz).

RieSenie: Aby sme do problematiky lepSie prenikli a zaroven sa pokusili objavit’ rieSenie, bude-

me experimentovar’. Pretoze vak tabul’ka 8™ 8 je prilis velka a experimentovanie by trvalo dlho,
vezmeme s namiesto nej napr. tabulku 3" 3 a pokGsime sa do nej vlozit ¢ida 1, 0, -1 tak, aby
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uvedené sticty boli rézne. Zvalili sme stratégiu zjednodusenia. Jeden z experimentov je znézor-
neny naobr. 1.

0(0]O

O(1]0

1]1]-1
Obr. 1

Na prvy pohl'ad vidiet, Ze uvedeny experiment nevysiel, pretoze napriklad sicet cisel v prvom
stipci av tretom riadku je 1. Po niekolkych pokusoch zregime zistime, Ze ndm to Ziadnym spdso-
bom nevychadza. Je to naSa neschopnost’, aebo problém rieSenie nema?

Budeme zrejme musiet’ zvolit’ iny postup. Zamyslime sa, kol’ko réznych trojélennych stctov
mdZeme vytvorit' z &isdl 1, O, -1. Najmensi z tychto sictov bude -3 a najvési 3. Samozrejme
mdbZeme vytvorit' i susty -2, -1, 0, 1, 2. Tychto s¢tov je celkovo 7. Kolko réznych stctov viak
méame vytvorit' v tabulke 3~ 3? Riadky s 3, stipce st tieZ 3 a diagondly 2, to je dohromady 8
sictov. Zaver: néS zjednoduSeny problém je nerieSitelny. Vrét'me sa viak k pdvodnému problé-
mu. Teraz mdZzeme Uplne analogicky povedat, Ze i problém stabulkou 8 8 je nerieSitelny.
Moznych réznych si¢tov je 17, ale poZzadovanych sictov v tabulke je 18. Aj v kole by sme z
¢asu na ¢as mali zaddvat’ problémy, ktoré su nerieSitel'né. Bude to dobra pripravai pre mimoma-
tematickU prax.

Problém teraz mdzeme zovSeobecnit’ pre lubovolnu tabulku n” n. Je vidiet, Ze ked’ zaddme
akukor'vek takuto tabulku a dopliiované ¢ida su stéle 1, O, -1, potom problém je nerieSitelny,
sme totiZ schopni z tychto ¢isel vytvorit’ 2n + 1 réznych sictov, ale problém ich vyZaduje 2n + 2.

Citatel teraz mdZe vytvorit’ d’al&e podobné problémy. O zmene velkosti tabulky sme uz ho-
vorili. Ako inak problém zmenit? Napriklad tak, Ze znenie problému 2 ponechame pévodné, az
nato, Ze dopltiované ¢ida budu 2, 1, 0, -1. RieSenie tohto problému, pripadne vytvorenie d'aSich
podobnych problémov, t. j. vytvorenie strapca, uz prenechame ¢itatel'ovi. NasSim hlavnym cielom
na predchadzajtcich riadkoch bolo ukézat', Ze g jednoducho znejlci problém mbze byt neriesSi-
terny.

VySSie sme zidtili, Ze problém 2 je nerieSitelny. To, Ze nengdeme rieSenie teda nie je sposo-
bené naSou neschopnost’ou. Aj stakouto situaciou sa méZzeme pri rieSeni problémov obgas stret-
nat.

Este ukdzme, Ze vzorce, ktoré objavime, mdzu byt’ niekedy prekvapiveé a esteticky prijemné.
Napr.:
1" 9+2=11
127 9+3=111
123" 9+4=1111
1234° 9+5=11111
12345° 9+ 6=111111
123456° 9+ 7=1111111
1234567 9+ 8=11111111
12345678 9+ 9=111111111
123456789 9+ 10=1111111111

deg0 9+1=1
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Ziaci a &udenti s va&inou myslia, Ze svet matematiky uz bol vytvoreny, Ze ma svoje algo-
ritmy a formuly. Myslia s, Ze v tomto svete uZ nie je miesto pre nové myslienky, ¢i inak poveda-
né, Ze priemerny Student nema Sancu ngjakll uzitoénd mysienku objavit’. Nast'astie to tak nie je.
Matematika je tvoriva ako umenie. Aj Ziaci a Studenti vSetkych stupiiov kol maj i moznost’
poznat’ tvorivy aspekt matematiky, pokial sa snimi matematika , robi dobre". Matematika
by sa so ziakmi a Studentmi v Skole malarobit’ tak, aby tento jej tvorivy aspekt vystUpil do po-
predia.

Ak chceme v Skole Ziakom ukézat', ¢o je to matematika, tak najlepSim spbsobom je riesit
snimi problémy. Tieto problémy by mali byt dostato¢ne zaujimavé, prijatelne ndrocné a ich
rieSenie by malo zodpovedat’ zvyklostiam v matematike.

Pozrime sa, akl dlohu hrajd problémy v , diste* matematike. Pred ngjakym ¢asom som s
vypocul prednéSku prof. Netuku. V tejto predndske ukéazal, ako sa Euler sta ,,cez noc* slavnym,
ked vyriesil (v roku 1734) tzv. Bazilejsky problém, t. j. problém ngjst sicet radu 1/1% + 1/2% +
U3+ ... Zidtl, Ze vysledok jep %/6. Tato udalost’ Uzko sivisi snaSou otézkou, ktor(i si trochu
upravime. Z ¢oho pozostdva matematika? SU to axiomy? Vety? Dékazy? Pojmy? Definicie?
Tedrie? Vzorce? Formuly? Metody? Urcité postupy? Umelé obraty? Samozreime, bez tychto
sicasti by matematika nemohla existovat’. Hlavnym dévodom existencie matematiky s v3ak,
podla amerického matematika Paula Halmosa, problémy a ich rieSenie. RieSenie niektorych
vel'kych problémov trvalo vel'mi diho a niektoré sii dosial’ nevyrieSené. Snaha o ich rieSenie vSak
vzdy obohacovala matematiku. Uvedme ete niektoré d'alSie davne matematické problémy. Su
to napr.: Problém dokézatelnosti piateho Euklidovho postulatu (postulét o rovnobezkéch), Prob-
[ém Styroch farieb, Problém ¢i je prvoéiselnych dvojéiat nekonecne mnoho, Problém dokézatel-
nosti velkel Fermatove vety. Tieto a daSe problémy motivovali matematikov k vynaloZeniu
mimoriadneho Usilia oich vyrieSenie. Z tejto poznémky je snad’ jasne vidiet', Ze zo samotného
charakteru matematiky vyplyva opodstatnenost’ zadavania problémov (samozrgme Uplne odli§
ng narocnosti) aich rieSeniag v Skole.

Podl'a profesora Vopénku ,, Tazko mozno najst’ ind &innost’, ktora by svojimi, niekolky-
mi tisickami rokov preverenymi sklsenost’ami, mohla byt’ U¢innejSou pre rozvijanie mys-
lenia, abstrakcie, predstavivosti a schopnosti rieSit’ problémy, ako je pestovanie matemati-
Ky. Napokon, prédve matematické ulohy, menovite potom tie, ktoré zasahuju do inych odborov
Pudskej ¢innosti, sU jedinecnou pripravou k uskutoéiovaniu dnes tak nesmierne uzitoénej mate-
matizaci e roznych redlnych situacii.”

Teraz niekal’ko slov k obsahu knihy:

V Uvode objasnime, ¢o rozumieme pod pojmom problém. V knihe sa zameriame predovsetkym
na to, ako urobit’ zo Studenta lepSeho rieSitela matematickych problémov. To je tiez jeden
z cielov 3kolskej matematiky. V druhg kapitole ukéZzeme niektoré dolezité stratégie rieSenia
problémov. Tieto stratégie si vlastne néstroje, ktoré ndm pomézu problémy vyriesit’. Niektoré
z tychto stratégii sa pouzivaju v matematike i mimo neg, niektoré st Specifické pre matematiku.
Jednotlivé stratégie budeme demonstrovat’ na prikladoch vyuzitelnych v Skolske praxi. Pretoze
budeme pri svojej préci ¢asto vysovovat' hypotézy, ktoré je treba dokézat’, bude kapitola 3 ve-
novana prave tgto problematike. Velkd pozornost’ budeme venovat’ dékazu matematickou in-
dukciou. Ked’ vyrieSime problém, je to Uspech, a mali by sme tento Uspech vyuZit. Urobime to
tak, Ze tento problém ,, obalime" podobnymi problémami, ktoré sa rieSia analogicky. Do popredia
tak vystpi metdda rieSenia. To je napli kapitoly 4. V kapitole 5 budeme rieSit” mnoho problé-
mov, pricom tu vzdy bude hrat’ nejaku Ulohu skimanie. Uréitym vyvrcholenim je kapitola 6,
v ktorgj budeme skumat® matematické situacie. Pri tomto skimani budeme problémy a hypoté-
zy este len vytvarat’. Potom ich budeme rieSit’ alebo dokazovat’. Tato kapitola teda zhitia vSetko,
o ¢om sa hovorilo v kapitolach predchédzajlcich. V zavere kapitoly budeme skimat’ ,najd &vnej-
Siu“ matematicku postupnost’ nazyvanu Fibonacciho.
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Matematika sa vyznacuje urcitym charakteristickym spravanim tych, ktori ju tvoria a to uz
celé tisicrocia. Ved dginy matematiky su vlastne dejinami T'udského mydenia. A tdto skutoc-
nost’, pokial’ budeme matematiku ucit’, musime mat’ stdle na mysli. Dokonca by sme snad’ mohli
povedat’, Ze matematika je urcity sposob sprévania saa Ze priprava natoto sprévanie by mala byt
podstatnou zlozkou skolskej matematiky a to od zakladng Skoly (a mozZno i pred fiou) aZ po
Skolu vysoku. A predovSetkym, ugitelia matematiky by s tdto skutoénost” mali uvedomovat’ a
mali by ju realizovat’ pri vyucbe. Toto charakterigtické sprévanie by sme mali ucit’ buddcich
ucitelov matematiky a mali by sme ho stéle pripominat’ aj ugiteom v praxi. Skolska matematika
teda musi zoznamovat’ Studentov nielen so zékladmi urc¢itych matematickych tedrii, ale musi ich
tieZ naucit’ uréitym spbsobom sa pri rieSeni matematickych problémov spravat’. Ak budd nas
Ziaci a udenti lepSimi rieSitePmi matematickych problémov, budd isto lepsimi rieSitelmi prob-
[émov v3eobecne. Potesi nés, ak této kniha aspoii trochu prispgie k tomu, ¢o sme préve napisali.

O ideach pouzitych v tejito knihe a o prikladoch, na ktorych si demon&trované, som predné-
&l niden ugitel'skg vergnosti 3kdl druhého a tretieho stupna, ale tieZz kolegom na vacSine uni-
verzit v Cechéach a na Slovensku a tieZ na niekol’kych univerzitach v Skandinavii, v zapadneg a
stredng Eurdpe av USA. VSade tam satieto idey stretli s vel’kym zaujmom. Preto som ich spisal
gj pre potreby Skolskg praxe a teraz vam ich, vazeni kolegovia, predkladam. Bol by som vel'mi
rad, keby sa vdm podarilo nieto z nich aplikovat’ i vo vaSej praxi. PretoZe mnohé z toho, ¢o je tu
uvedené, bolo Uspesne preverené v skolg, je svidly text niekde ,, naruSeny” g metodickymi po-
zndmkami. Kniha je v3ak uréend nielen vam, ucitel'om najrdzneiSich druhov kél, ale tiez vasim
Studentom, ktori maju o rieSenie matematickych problémov zaujem. Snad’ by som mal hned’ v
tgto chvili este poznamenat’, Ze ked’ sa v texte hovori o Studentovi, mam tym na mysli nielen
Studenta strednej Skoly, ale g Ziaka druhého stupnia zakladng koly (a niekedy i Studenta vysoke
&koly — budlceho ugitela matematiky).

Som vel'mi réd, Ze kniha vySa na Sovensku. Je to pre mia velka ¢est’. Preto by som cheel
na tomto mieste pod’akovat’ vietkym, ktori v podstatnegl miere pomohli, aby sa jej text dostal do
sicasného stavu. Cely ho velmi dokladne pregitali a prispeli k mnozstvu formalnych, ale g ma-
tematickych, vylepSeni Mgor. LibuSa Hozova, Mgr. Truda Kopkova a RNDr. Zdenko Takas, PhD.
Posledny menovany dokonca tvorivym spésobom prel ozil cely ¢esky text do slovenského jazyka.
Mnoho obrézkov vytvorili Mgr. Jiti Pribyl a Mgr. Tomés Jan¢ik. Obalku navrhol RNDr. Martin
Papco, PhD. Vytvoreny slovensky preklad pregital a obsahovo upravil prof. RNDr. Marién Tren-
kler, CSc. a po formélng strénke text na vydanie pripravil Zdenko Tak&s. Velka zasuhu na
dovenskom vydani ma g doc. PaedDr. Jan Guncaga, PhD. Im, a vSetkym ostatnym, ktori sa na
priprave podierali, este raz velmi d’akujem.

Usti nad Labem, 25.11.2009

Jan Kopka
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