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PREFACE

The greatest challenge in writing a scientific text for mathematics teach-
ers or for prospective teachers of mathematics is to create a proper balance
between pedagogical concerns and concerns of a theoretical and abstract
nature. This text focuses on content and emphasizes mathematical pro-
cesses used in information and communication technologies, models, prob-
lem solving, and reasoning. These processes accomplish three objectives:
assist college students in understanding mathematical concepts; help stu-
dents make connections and remember ideas and concepts; and provide
ideas and models for teaching mathematics to children at all school grade
levels from primary to secondary levels.

The second volume of Teaching Mathematics: Innovation, New Trends,
Research continues to place emphasis on the presentation of new results from
all fields related to teaching mathematics. The authors of each individual
text come from Slovakia, Czech Republic, Poland, Hungary, and the United
States of America or from Great Britain. This volume of 23 texts presents
the authors’ theoretical and practical approaches in mathematics education,
and current topics in the teaching of mathematics (including geometry, dis-
crete mathematics, history of mathematics, combinatorics, statistics and
probability). Several contributions are relevant to actual problems of ma-
thematics in state education programmes ISCED 1, 2, and 3.

The primary objective of Teaching Mathematics II: Innovation, New
Trends, Research is to present mathematics in a format that prepares teach-
ers to teach school mathematics and discover the beauty of mathematics.

Martin Billich
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ZOBRAZENIA ZACHOVAVAJUCE GEOMETRICKE
UTVARY

Martin Billich

Katedra matematiky
Pedagogickd fakulta, Katolicka univerzita v RuZomberku
Hrabovskd 1, 034 01 RuZomberok
e-mail: billich@ku.sk

Abstract. We deal with mappings preserving some geometrical figures. We pro-
vide the result concerning a mappings preserving squares in RZ, that is we show
that if one-to-one mapping f of Euclidean plane R? maps every square with side
length one onto a square with unit-side, then f is an isometry.

Nech X,Y st dva metrické priestory a di, do zodpovedajtce metriky pre
X, Y v danom poradi. Bijektivne zobrazenie f: X — Y (X na Y) urcuje
1zometriu, ak pre vSetky z,y € X plati

dg(f($)7 f(y)) = d1($7y)

Naviac, inverzné zobrazenie f~!:Y — X k izometrii f je taktieZ izometria
(Y na X). Ak existuje izometria X na Y, tak metrické priestory X a Y
nazveme tzometrickyma.

giroky okruh problémov vzniké& pri charakterizacii zobrazeni, ktoré za-
chovavaju dand vzdialenost, resp. ¢ z existencie jednej vzdialenosti, ktora
sa zachovava v zobrazeni napr. metrickych priestorov vyplyva, Ze dané
zobrazenie je izometriou. Tento problém ako prvy sformuloval rusky mate-
matik A. D. Alexandrov, z ¢oho je odvodené jeho pomenovanie ako Alexan-
drovov problém. F. S. Beckman a D. A. Quarles v roku 1953 vo svo-
jej praci On isometries of Fuclidean Spaces [1] dokazali, Ze ak zobrazenie
f:R" = R" (2 < n < oo) zachovava vzdialenost p > 0, tak f je linearnou
izometriou (odhliadnuc od postivania).!

Na tomto mieste si moézeme polozit otéazku, ¢i dana veta zostane v plat-
nosti, ak "vzdialenost p > 0" nahradime istou vlastnostou, ktoré charak-
terizuje geometrické vtvary daného priestoru .

! Izometria I : R™ — R™ sa nazyva linearna izometria (odhliadnuc od postvania), ak
existuje bod w € R™ tak, ze zobrazenie I(x) — w je linearne.



10 Martin Billich

V préci [3] Jung dokéazal, Ze ak injektivne zobrazenie f : R” — R" (n > 2)
zobrazuje rovnostranny trojuholnik so stranou dlzky a na rovnostranny tro-
juholnik so stranou dlzky b, existuje linedrna izometria I : R® — R™ (od-
hliadnuc od postvania), pre ktora plati: f(x) = (b/a)I(x). Okrem toho
tento autor dokézal, Ze rovnostranné trojuholniky mozno v predchadzaju-
com tvrdeni nahradit §tvorcami alebo pravidelnymi 5-, resp. 6-uholnikmi
(pozri tiez [3], [4]).

O nieo neskor Jung a Kim [5] dokazali, Ze ak injektivne zobrazenie
f:R" - R™ (n > 2) zachovava jednotkové kruznice (t.j. kruZmicu s
jednotkovym polomerom zobrazuje na kruznicu s jednotkovym polomerom),
tak f je izometria.

V stlade z uvedenym tvrdenim Junga sa budeme d'alej zaoberat zobra-
zenim, ktoré zachovava §tvorce v rovine R2.

Pod stvorcom S budeme rozumiet uzavretii lomenti ¢iaru so Styrmi
stranami (v rovine), ktorej kazda strana mé dlzku 1. Cast roviny, ktori
ohrani¢uje tato lomen4 Ciara (Styri strany Stvorca), je dvojrozmerné otvorena
mnozina, ktort nazyvame wvnitro daného Stvorca, a oznac¢ime Int S.

Uvazujme Tubovolny bod a, ktory lezi na jednej zo stran daného Stvorca
S. Nech tento bod je vrcholom uhla, ktory obsahuje vSetky body Stvorca
S. Ak bod a je sucasne aj vrcholom daného $tvorca, velkost tohto uhla sa
rovné %7& Ak a nie je jeho vrchol, ale lezi na jednej z jeho stran, velkost
uhla s vrcholom v bode a sa rovna 7. Nech teraz a € Int S. Potom velkost
uhla s vrcholom v bode a, v ktorom leZia vSetky body Stvorca S, sa rovna
27. Oznacme velkost tohto uhla ¢(a,S). Potom pre kazdé a € S plati:

1
(1) ¢(a,S) = JT = a je vrchol Stvorca S;

(2) ¢(a,8) = ® = a je bodom strany S$tvorca S, rdzny od vrcholu;
(3) ¢(a,8) =21 = a¢ S A a¢ IntS je vrchol stvorca S.

Teraz dokazeme nasledujiacu lemu.

Lema 1. Nech injektivne zobrazenie f : R> — R? zobrazuje kazdiyj Stvorec
na $tvorec. Potom pre lubovolné dva Stvorce Si, Sy roviny R? plati

Int S;NInt So=0 = Int f(S1)NInt f(S2) =10

Dokaz. Najskor dokazeme, ze ak a ¢ Int Sy, tak f(a) ¢ Int f(Si). Inymi
slovami ukazeme, Ze z f(a) € Int f(S1) vyplyva a € Int S;. Predpokladaj-
me, ze a € S;. Potom f(a) € f(S1), a teda f(a) ¢ Int f(S1). Nech teraz
a ¢ Int S; a zaroven a ¢ S;. Potom si zvolme taky Stvorec Sa, Ze a € Sz a
S1 NSy =0. Teda f(S1)N f(S2) =0, a preto f(a) ¢ Int f(S1).
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Dalej, nech Int f(Sy)NInt f(Sy) # 0. Potom Int f(S1)N f(S2) # 0, ¢o
znamena, ze existuje b € Sy, pre ktory f(b) € Int f(S;). Preto b € Int S;
a zarovenn Int 8 NSy # ), z ¢oho vyplyva, Ze Int S; N Int Sy # 0

O

Teraz uz moézeme dokéazat, Ze ak injektivne zobrazenie zachovéva Stvorce,
tak je izometriou. Presnejsie, dostavame nasledujicu vetu.

Veta 1. Ak injektivne zobrazenie f : R? — R? zobrazuje kazdy Stvorec s
jednotkovou diZkou strany na Stvorec s dizkou strany 1, tak f je izometria.

Dokaz. Ukazeme, Ze zobrazenia f zachovéva vzdialenost v/2. Nech bod
a je vrchol §tvorca & = S§;. Potom mozeme zostrojit d'alsie tri Stvorce S;
(i = 2,3,4) komplanarne so §tvorcom S; tak, Ze a je spoloénym vrcholom
Stvorcov S; (i =1,2,3,4), pricom Int S;NInt S; =0 pre i # j (obr. 1).

SI 54
a
52 S3
Obr. 1

Potom f(a) je bodom $tvorca f(S;) pre (i = 1,2,3,4) a podla predchadza-
jucej lemy je Int f(S;)NInt f(S;) = O pre i # j. Je zrejmé, ze velkost uhla s
vrcholom v bode f(a) vzhladom na Stvorec f(S;) sa pre kazdé i € {1,...,4}
rovna aspon %TF, t. j. p(f(a), £(S;)) > %TF. PretoZe najvacsi rovinny uhol s
vrcholom v bode f(a) ma velkost 27 (plny uhol), plati o(f(a), f(S;)) = 37,
a teda f(a) je vrcholom Stvorca f(S;) pre kazdé i € {1,...,4}. Tymto sme
dokézali, Ze Tubovolny vrchol §tvorca S sa v zobrazeni f zobrazi na vrchol
Stvorca f(S).

UvaZzujme nesusedné vrcholy a, ¢ Stvorca &1, ktorych vzajomna vzdiale-
nost sa rovna v/2. Pomocou vyssie opisanej konstrukcie zostrojime Stvorce
Ss, S3, Sy, ktoré spliaju nasledujice podmienky (obr. 2).

c b

Si

Obr. 2
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(@) Int S;NIntS;=0;

(b) bod a je spoloénym vrcholom $tvorcov S; (i = 1,2, 3,4);

(¢) kazdy stvorec S; mé prave dva vrcholy (napr. b,d pre Sy), z ktorych
kazdy je spoloénym bodom prave dvoch $tvorcov, so vzdialenostou 1
od bodu a;

(d) kazdy stvorec S; mé prave jeden vrchol (napr. ¢ v Sy), ktory patri iba
jednému zo Stvorcov S; a ma vzdialenost /2 od bodu a.

Z lemy 1 vyplyva, ze Int f(S;) N Int f(S;) = 0 pre i # j a f(a) je
spolo¢nym vrcholom $tvorcov f(S;), i = 1,2,3,4. Kazdy zo $tvorcov f(S;)
mé prave dva vrcholy, ktoré st spoloénymi vrcholmi prave dvoch Stvorcov a
ich vzdialenost od f(a) sa rovna prave 1. Nakoniec, kazdy Stvorec f(S;) ma
prave jeden vrchol, ktory patri iba jednému Stvorcu f(S;) a jeho vzdialenost
od f(a) sa rovna v/2. Dostavame teda, Ze obrazmi bodov a, ¢ so vzéjomnou
vzdialenostou /2 je v zobrazeni f dvojica bodov f(a), f(c)) so vzajomnou
vzdialenostou v/2. Na zaklade vety Beckmana-Quarla mame vysledok, ze f

je izometria. 5

Vsetky postupy uvedené v tomto ¢lanku mozno aplikovat okrem Stvorcov
aj na rovnostranné trojuholniky, ¢ pravidelné Sestuholniky.

Literatara

[1] Beckman, F. S. - Quarles, D. A. On isometries of Euclidean spaces,
Proc. Amer. Math. Soc. 4 (1953), 810 - 815

[2] Billich, M. Transformation preserving unit distance. Acta Fac. Paed.
Univ. Tyrnaviensis 5, 11-15, 2001.

[3] Jung, S.-M. Mappings preserving some geometrical figures, Acta. Math.
Hungar. 100 (2003), 167 - 175.

[4] Jung, S.-M. On mappings preserving pentagons, Acta. Math. Hungar.
110 (2006), 261 - 266.

[5] Jung, S.-M. - Kim, B. Unit-circle preserving mappings, Intern. J.
Math. Math. Sci. 2004:66 (2004), 3577 - 3586.

[6] Rassias, Th. M.: Isometric mappings and the problem of A.D. Alek-
sandrov for conservative distance. Proc. Intern. Graz Workshop,
World Scientific, Singapore 118 - 125, 2001.
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ROZVOJ KOMBINATORICKEHO MYSLENIA
ZIAKOV ZS

Jaroslava Brinckova

Fakulta prirodnych vied
Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici
Tajovského 40, 974 01 Banskd Bystrica
e-mail: jbrinckova@gmail.com

Abstract. It is very difficult to discover organisation principle in choosing ele-
ments from a base set during solving combinatorial problems with pupils at pri-
mary schools from methodical point of view. A teacher is able to create adequate
application problems if he knows individual types of intelligence of his pupils. He
teaches them to discover strategies of solving combinatorial problems. This article
deals with various views on teaching interesting combinatorial problems.

1. Uvod

Sucastou cielov vzdelavania, deklarovanych v novom Statnom vzdelavacom
programe (StVP) je potreba vypestovat u ziakov zodpovednost za vlastné
ucenie sa. Poskytnat im prileZitosti objavit a rozvinut ich schopnosti v
sulade s ich redlnymi mozZnostami tak, aby ziskali podklad pre optimélne
rozhodovanie sa o dalSom - vySSom vzdeldvani. Vychodiskovym bodom
pri ziskavani novych vedomosti a dalsom rozvoji kompetencii Zziakov st ak-
tualne znalosti Ziakov a ich uplatiiovanie v praxi.? Dosiahnutiu tohto ciela
napoméaha dobra metodickéa sposobilost ucitela vyudovat matematiku.

Ako vyplynulo z vysledkov rieSenia matematickych tloh v projekte PISA
2006, st Casti matematiky, ktorym sa v ucive matematiky na ZS doposial
nevenovala patriéné pozornost. Vzhladom na vyznam v praxi je to hlavne
oblast ndhodnosti (pravdepodobnost a $tatistika) a diskrétna matema-
tika (do ktorej patri kombinatorika). V novom StVP je cielom vyucovania
kombinatoriky a ndhodnosti naucit ziakov systematicky vypisovat moznosti
a zistovat ich pocet, ¢itat a tvorit grafy, diagramy a tabulky dat, rozumiet
beznym pravdepodobnostnym a Statistickym vyjadreniam.

2Brinckova, J.: Vyucdovanie matematiky z pohladu siucasnej skolskej reformy. Tvoriva
praca ucitela. Bansk4 Bystrica: UMB 2010, s. 36.
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Kombinatorické tlohy st vo vécsine pripadov formulované ako slovné
dlohy, ktoré sa tradi¢ne rieSia postupnou matematizaciou. Nacvik algo-
ritmu rieSenia slovnych tloh Ziakom si vyzaduje postupné dodrziavanie pia-
tich krokov: rozbor a zdpis - grafické zndzornenie - matematizdcia - skiska
spravnosti - slovnd odpoved. Vyzaduje si schopnost Ziaka &itat s porozu-
menim. Vymedzit objekty a vztahy medzi nimi tak, aby sa dali matemati-
zovat.

Pri rieSeni kombinatorickych tloh pracujeme so zdkladnou skupinou pru-
kov, organizacnym principom viberu podskupin a vytvorenymi podskupinamia.
Z metodického hladiska je najnarocnejsie objavovanie organizacného prin-
cipu vyberu prvkov zo zédkladnej skupiny. V rozbore textu kombinatoricke;
tlohy ucitel vedie ziakov k preformulovaniu textu tak, aby si zjednotili pred-
stavy a sa stali citlivi na slovo skupina, podskupina, usporiadanie prvkov
v podskupine, opakovanie prvkov, réznost podskupin. UC&i ich objavovat
stratégie rieSenia kombinatorickych tloh. Ak uéitel pozné individualne typy
inteligencie svojich ziakov, vie pre nich zostavit primerané aplika¢né tlohy,
vybrat znaky a sposob kodovania textu do jazyka matematiky.

2. Znakové systémy v kombinatorike ZS

Pri rieseni matematickych tloh v 8kolskom prostredi vo vécsSine pripadov,
¢ uz ako hlavny alebo vedlajsi prostriedok k dosiahnutiu ciela, sa vyuZiva
jedna zo semiotickych metod - formalizdcia. Té spoc¢iva podla J. Cerného®
v tom, Ze nahradzame znaky prirodzeného jazyka inymi znakmi, tz. sym-
bolmi, ktoré nam umoznuju ponechat stranou sémanticka interpretéciu a
pragmaticki stranku jednotlivych znakov a sustredit sa na ich konstrukénu
schému, ¢ na ich Struktaru. Proces formalizicie je sprevadzany abstraho-
vanim, to znadi, Ze isté hl'adiskd vytiahneme, ststredime na ne nas zaujem,
iné hladiska si nevsimame, abstrahujeme od nich.* Vysledkom formalizécie
st grafické formy prezentécie ako napriklad zoznamy, tabulky, grafy, his-
togramy, nacrty, piktogramy a podobne. Tieto st opét tvorené mnozstvom
znakov a ako celok tvoria znakovy systém. Ku geometrickému znaku sa
priraduje termin - pojem, ktorého vyznam charakterizuje to, k akému
okruhu javov sa vztahuje, aky okruh javov je v iom zovSeobecneny. Obe
zlozky predstavuja bilateralnost znaku a st spolu neoddelitelne spojené.®
Schematické oznacenie komunikaéného toku podla V. Voigta® od podania
aZ po zapis informécie, mozeme teda upravit:

3Cerny, J., & Holes, J. (2004). Sémiotika. Praha: Portal. 2004.

4Fischer, R., Malle, G.: Clovek a matematika. Bratislava: SPN. 1992

Brinckova, J.: Klarifikdcia pojmu obvod pri prechode Ziakov z prvého na druhgj stupes
Z8S a v priprave ucitelov matematiky. Banska Bystrica: PF UMB 2003. s. 140.

Voigt, V. (1977). Uvod do semiotiky. Bratislava: Tatran, 1981.
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expedient — kodovanie — komunikdt — dekodovanie —
— percipient — kodovanie

Medzi znakom a tym, ¢o je oznaCované, mdzu byt rézne vztahy. Ak
je to vztah podobnosti alebo logickej stivislosti, hovorime o "motivovanom
znaku". V pripade, ked je vztah ¢isto nahodny, sa ujal podla J. Cerného
termin "konvencng" alebo tiez "arbitrarny znak". OdliSenie konven¢ného a
motivovaného znaku prezentujeme pri vypisovani vsetkgych mozZnosti v
nasledujticej tlohe:

Uloha 1: V trojélennej rodine je otec, matka a syn. Neodchddzaji rdno
z domu spolocne, ale kaZdy sam. Ndjdite a napiste vsetky mozné poradia
odchodu.

Riesenie: Pri rieseni budeme pouzivat znaky a (otec), b (matka), ¢ (syn).
Pretoze medzi obsahom a formou znaku neexistuje logicka suvislost, ale ide
o dohodu, znaky povazujeme za konvencéné. Vsetky mozné poradia odchodu
st uvedené v tomto prehlade:

abc bac cab
ach bea cba

Proces kédovania objektov vo vedomi Ziaka je ovplyvneny dominantnym
typom inteligencie Ziaka.” U¢itel by ju mal poznat, aby vhodnou variaciou
tlohy umoznil Zziakovi pochopit vztahy medzi znakmi a objavit matematicky
princip riesenia tlohy - permutéaciu.

Riesme uvedent tlohu v diferencovanych skupinach ziakov.
1. Ziaks rozvinutejSou jazykovou inteligenciou si Tahsie paméaté pismena
a slova. Ktory typ kodovania umozni Tahsie objavit permutaciu medzi
tromi objektmi? Su to zaciatocné pismend pouZitého slova alebo pis-
men4 usporiadané podla abecedy?
Budeme pouzivat znaky o (otec), m (matka), s (syn) a znaky a-(otec),
b-(matka), c-(syn). Potom dostaneme int rovnako pocetni skupinu

znakov.
abc  bac cab oms mos som

ach bca cha osm  mso Smo

2. Ziak s rozvinutejSou formou logicko-matematickej inteligencie je citli-
vejsi na Cisla a ich usporiadanie. Preto budeme pouzivat ¢iselné znaky
1 (otec), 2 (matka), 3 (syn)

123 213 312
132 231 321

3. Pre ziaka s rozvinutejSou priestorovou inteligenciou pouzijeme naprik-
lad réznofarebné zhodné stvorce. Farba modra-(otec), ¢ervené-(matka),
biela-(syn).

"Gardner, H.: Dimenze mysleni. Praha: Portal 2000.
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(] Wl [
[ N[ []
4. Pre ziakov preferujucich formu hudobnej inteligencie budeme hrat pos-

tupne tri zvuky zakladnej hudobnej stupnice:
cde dce ecd
ced dec edc

3. Motivované znaky v kombinatorike

Grafickym rieSenim ulohy 1 je tabulka 1, v ktorej je badatelna logicka
suvislost. Preto hovorime o motivovanom znaku, v tomto pripade o

motivovanom znakovom systéme.®
poradie/skup. | 1. 2. 3. 4. 5. 6.
L. miesto a a b b C c
II. miesto b c a c a b
IIL. miesto ¢ b ¢ a b a

Tabulka 1: RieSenie tlohy 1
Takéto znazornenia abstraktného stavu veci rozsiruje nase moznosti tivah o
vplyve grafického znazorfiovania pri kdédovani a dekddovani rieSenia tlohy
kombinatorickej tlohy.

Uloha 2: V skolskej sutazi Matematické pexeso sa zicastnili 4 dievcatd a 5
chlapcov. Najprv zohrali samostatne dievéatd a samostatne chlapci po jednej
partit kazdy s kazZdym v skupine. Potom hrali findlovi partiu vitazi oboch
skupin. Kolko partii sa spolu odohralo na turnaji?

RieSenie: Odohraté partie znazornené tabulkou - znézornenie grafom
hracka | D1 D2 D3 D4
D1 X
D2 1 X
D3 1 1 X
D4 1 1 1 X
hrac¢ chl ch2 ch3 ch4 chs
chl X
ch2 1 X
ch3 1 1 X
ch4 1 1 1 X
chs 1 1 1 1 X
I - vitazné dievéa a vitazny chlapec D Ch

®8Brinckova, J., Targos, S.: Matematické ulohy v znakovijch systémoch. In: Elektronic-
k& konference. Usti nad Labem: PF UJEP 2009.
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Uloha 3: V stanku preddvaji rijchle obcerstvenie. MozZete si vybrat obloZe-
nid Zemlu, bagetu alebo chlebik. Ako priloha je na vyber jedna z moznosti:
saldma, syr, kuracie nugety, pecené mdso, rezen.. Na oblohu sa priddva
horcica alebo kecup. Kolko réznych oblerstveni mézu poniknut v stdnku?

RieSenie: Pomocou modelu strom kreslime jednotlivé vetvy. Tento model
je najoptimélnejsi pre demonstraciu kombinatorického pravidla sactu a pra-
vidla sti¢inu.

! b saldm
syr kecup

nugety
miiso :
rezeri hordica

moznosti.. 3 5. 2. vietky moznosti: 3x5x2=30

Pri sktimani semiotickych reprezentacii v kombinatorike je zaujimavou aj
otézka vplyvu frekvencie pouzitia abecedy, ¢iselného radu a grafov v kolskej
praxi na schopnost odlisit usporiadand trojicu, pripadne Sesticu. Nacrtmi,
diagramami, ale aj symbolickym znézorneniami prideme na nové myslienky,
posuvame v procese rieSenia problém vpred. Nemusime si vSetko drzat
v hlave, ¢ast nasho myslienkového postupu sa vyjavi.” Pouzitie réznych
semiotickych reprezentacii pri rieSeni jednej tlohy rozvija tvorivy potencial
a schopnost Ziaka riesit aplikac¢né ulohy v praxi.

V Skolskom prostredi sa daju zaviest aj niektoré pojmy z oblasti nahod-
nosti pomocou grafickych prostriedkov pri rieSeni aplika¢nych tloh. Prik-
ladom je zavedenie pojmov stromovy graf, s¢itacia Ciarka, Statisticky si-
bor, Statisticka jednotka, udalost, pouzivané v ucebniciach O. Sedivy a kol.
(1999, 2001, 2002). Pri zbere a triedeni Statistickych udajov podla danej
funkcie moézeme pouzit v evidencii pre ta istd Statisticki jednotku rézne
znaky:

e prirodzene vyplyni z jazyka: A - ano, N- nie,

e umelé znaky: + ano, - nie

e matematické - binarne kédovanie: 1 - ano, 0 - nie.

Ulohou ucitel'a je poukazat na ich diferencované pouZitie pri strojovom spra-
covani tdajov.

4. Zaver

U¢ivo o kombinatorike a néahodnosti je v 8kolskej praxi mélo obltubené.
Tento poznatok vyplynul z ankety medzi 37 u¢itelmi - Studentmi rozgiru-

Fischer, R., Malle, G.: Clovek a matematika. Bratislava: SPN. 1992.
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juaceho §tidia matematiky, v ktorej zo strnéstich vyucovacich okruhov skol-
skej matematiky zaradilo 86,49% respondentov tuto problematiku na pos-
ledné miesto v obltibenosti vyucby. Ucitelia vnimaja toto u¢ivo ako velmi
separované, nenadvézujice na ostatné oblasti matematiky, dotované malym
poc¢tom vyucovacich hodin, ktoré nestacia na jeho osvojenie. Na 2. stupni
7S uz nie st Ziaci vedenf ku grafickému znazoriiovaniu objektov a vztahov v
slovnych tlohéch, ¢o mé vplyv na mala schopnost priemernych Ziakov ¢itat
grafické a tvorit ich. Podla vyskumov I. Scholtzovej'? ". .. len malokedy ma
ziak moZnost sam vytvorit dlohu. Proces tvorby matematickej tilohy mu
teda zostava utajeny. Aspon niekedy by bolo vhodné pontuknut Ziakom aj
také podklady, aby sami zostavili jednoduché tlohy, pri tvorbe ktorych by
uplatnili kombinatoricky pristup." Poznanie réznych spésobov semiotickych
reprezentacii a ich aplikacia napriklad pri tvorbe Sifrovanych tloh s kom-
binatorickou tematikou je vhodnou motiviciou na ich rieSenie u Ziakov 2.
stupia ZS a nie len ich.
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Abstract. In this article we present some theoretical approaches in mathematics
education especially in Poland and Hungary with practical examples. We describe
also some aspects of using ICT in mathematics education.

1. Uvod

Didaktika matematiky je pomerne mlady vedny odbor, ktory si eSte stale
hlad4 svoje miesto v stustave vednych odborov. Podla Szendrei (2005) je di-
daktika matematiky Specifickd vedecké a vyskumna oblast, ktoré sa zaoberé
danymi aktualnymi otdazkami vyucovania matematiky, porozumenim, defi-
novanim a charakterizovanim matematickych pojmov, ktoré st pouzivané
vo vyucovacom procese. To znamend objavovat mechanizmy a kauzalne
vztahy vo vyuCovani, ktoré posobia na dané Skolské situacie. Didaktika
matematiky sa pokusa odpovedat na otazky, ktoré sa relevantné pre uce-
nie sa a vyuCovanie matematiky. Vela otazok suvisi aj s inymi vednymi
odbormi napriklad psychologiou, pedagogikou, sociologiou, filozofiou atd.
Preto mozeme v didaktike matematiky vyuZivat metody a vysledky inych
vednych odborov.

Vyskumné metédy didaktiky matematiky st teoretické a empirické. St
zacielené na zlepSenie schopnosti a zru¢nosti ziakov vo vyuc¢ovani matema-
tiky. Szendrei formuluje nasledovné témy, resp. ciele pre vyskum v didaktike
matematiky:

- teoretické pozadie ucenia sa a vyucovania matematiky,

- konstrukcia a Strukttra matematiky a ich pésobenie na poznéavaci pro-
ces vo vyucovani matematiky,

- tazkosti poznavacieho procesu vo vyucovani matematiky,
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- vyucovanie matematiky ako kognitivny proces,

- heuristika a objavovanie ako prostriedky pojmového a procesného
vzdelavania,

- vztahy medzi matematikou, kultirou a spolo¢nostou,
- socialne procesy pri uceni sa a vyucovani matematiky,

- spréavanie, postoje a presvedéenia ucitelov a Ziakov vo vyucovani ma-
tematiky,

- moderné technolégie, ich moznosti a hranice vo vyucovani matema-
tiky.

2. Pohl'ad Taméasa Vargu

Varga Tamas (2001) sa snaZil vo svojej vedeckej praci najst prepojenie medzi
¢istou matematikou a vyucovanim matematiky. Hl'adal vhodné modely, po-
mocou ktorych by Zziakom mohol vysvetlit teériu mnozin, relacie, funkcie a
logiku. V minulosti boli aritmetické a geometrické modely vo vyucovacom
procese izolované, preto sa Varga snazil o komplexny pristup pri budovani
pojmov vo vyucovani. V procese abstrakcie klddol doéraz na vzajomné pre-
pojenie novych vyucovanych pojmov a ich zaclenenie do existujiicej poz-
natkovej Struktiary ziaka. Odporucal riesit otvorené problémy, pri ktorych
ziak sam hlada vhodny matematicky model, ktory by mu pomohol riesit
tlohu. Vyucovaci proces musi byt zalozeny na vnutornej motivécii ziaka,
ktort mozno dosiahnut pomocou vhodnych motiva¢nych prostriedkov (hra,
problémy redlneho Zivota, vyuzitie historie matematiky).

Palfalvi (2007) uvadza jeden priklad Taméasa Vargu z teorie pravde-
podobnosti:

Dané st styri kocky s nasledovnym oznacenim stien:

I:3,3,333,3
I1: 0, 0, 4, 4, 4, 4
I 1, 1, 1, 5,

Y

5,5
IV: 2,2, 2,2, 6,6

Nech teraz dvaja hrac¢i hraja hru, ze vyhrava ten, ktory hodi vacsie ¢islo.
Pre dvojice uvedenych kociek Ssance na vyhru zndzornime nasledovnymi dia-
gramami:
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I IIL
LILIX|5 |53 111|255 5
3 2
3 2
L 3 V. 2
3 2
3 6
3 6
1L I
004444 2|2 004444
3 3 2
3 3 2
L. 3 I. 3 Iv. 2
3 3 2
3 3 6
3 3 6

Obr. 1

Sivou farbou st vyznacené pripady, ked vyhrava hraé¢, ktory hra kockou,
ktorej hodnoty stien su v stlpcoch tabulky. Z tabuliek vidno, Ze II. kocka
by mala byt "lepsia" ako I., I. kocka by mala byt "lepsia" ako IV. Mohlo
by sa zdat, ze potom II. kocka by mala byt "lepsia" ako IV., ak by platila
tranzitivnost v relacii medzi kockami. LenZe posledné tabulka ukazuje, Ze je
to presne naopak. Dalej I. kocka je "lepsia" ako IV. a IV. kocka je "lepsia"
ako III. V tomto pripade si kocky I. a III. rovnocenné a tiez neplati tranz-
itivnost. Relaciu medzi kockami znézornime nasledovnou schémou (Sipka
vzdy smeruje k "lepsej" kocke):

Iv.

I 111

v «—
1L

Obr. 2

Uvedeny priklad poskytuje pre ziakov hravou formou vnikniat do paradoxov
stochastiky, ktorych mnohé priklady prezentuje aj Ptocki (2007).
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3. Teoria Zoltana Dienesa

Dienes posudzuje vyucovanie matematiky z pohladu troch nasledovnych
hladisk (pozri Dienes (1999)):

1. matematického

2. pedagogického

3. psychologického

K matematickému hl'adisku zaraduje dva doélezité aspekty:

a) schopnosti a zru¢nosti pri matematickych postupoch a algoritmoch,

b) pochopenie pojmov.

Skiisenosti z vyucovacieho procesu ukazuji, Ze na slovenskych Skolach je
viac zdorazihovany prvy aspekt. Rozvoj informacnych a komunika¢nych
technologii pomaha posilnit druhy aspekt.

V ramci psychologického hladiska Dienes prezentuje nasledovné tri oblasti:

- 8pecifické vlastnosti vzniku abstraktnych pojmov u ziakov,
- mechanizmy poznéavacieho procesu,

- problémy motivacie.

Dienes pre vyucovaci proces formuluje nasledovné didaktické principy:

1. Dynamicky princip

Pouzivany je najmé pri malych defoch. V pociato¢nej faze vyucovania
pouzijeme dopredu pripravené, struktirované a na precvicovanie zamerané
hry. Pri studentoch gymnazia niektoré hry s realizované na trovni vypoc-
tov. Niektoré priklady moZno najst u Kopku (2006).

2. Princip konstruovania
Pri rieSeni tloh maju Zziacke konstrukcie prednost.

3. Princip matematicke) varidcie
Pri budovani matematickych pojmov u Ziakov je potrebné variovat pod-
statné aspekty.

4. Princip varidcie pozorovania a opakovanej konkretizdcie
Pre Ziakov je dolezité spoznat ekvivalencie a analdgie medzi viacerymi poj-
mami. Potrebuji konkrétne skuisenosti, aby pojmy dokéazali abstrahovat.

Dienes analyzoval aj matematicky poznavaci proces a vysledky svojich vysku-
mov zhrnul vo formulécii nasledovnych Siestich stupifioch poznavacieho pro-
cesu:
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1. Volnd hra

Nechame Ziakov hrat sa a pracovat s takymi predmetmi a modelmi, ktoré
neskor pri poznavacom procese nejakého matematického pojmu vyuzijeme.
Dolezité z hladiska ucitela je to, aby pre ziakov pripravil vhodné predmety
a podnety pre hry. V tejto faze Ziaci pouzivaja svoj vlastny jazyk.

2. Struktirovand hra

Ziaci postupne spoznavaji pravidla a zékonitosti, ktoré predmety spliaji.
Tieto pravidla neskor veda k matematickym pravidlam. Ué¢itel moZze napo-
moct Ziakom pri odhalovani tychto pravidiel.

3. Hladanie spolocnijch vlastnosti v jednej Struktire

V tejto faze vytvara ziak Struktiru svojich poznatkov a hlada spolo¢né
vlastnosti rozlicnych predmetov. Napriklad Ziak moéze najst izomorfizmy
medzi viacerymi Struktirami.

4. Zobrazenie (Reprezentdcia)

Ak objavi ziak konkrétnu podobu izomorfizmov medzi viacerymi Struk-
tarami, poméha mu tato faza pri abstrakcii. Izomorfizmy reprezentujeme
zvyCajne pomocou nejakej schémy. Dienes tu pouziva priklad nasobenia
prirodzenych ¢isel.

Obr. 8

Ak do kruhov vpisujeme prirodzené ¢isla a ziak vie, Ze —— znamena
"dvakrat" a ----» znamena "trikrat", tak potom objavi, Ze:

a) == znamend "Sestkrat",

b) _..% znamena "Styrikrat".

Podobne je mozné postupovat pri nasobeni inymi ¢islami. Ziak dokaze
pomerne Tahko pri danych ¢islach v rohu postupne vpisovat dalsie ¢isla.
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5. Symbolizovanie
V tejto faze ziak vyjadri vlastnosti nejakej struktiry v symbolickej podobe.
Ziak moze napriklad objavit, ze opericie — ----» a ----» —» s
navzajom ekvivalentné. Aj operacie ----» ¥ g =P —— 50
ekvivalentné.

V tejto faze modzu svoju schému alebo zobrazenie opisat. Preto nazyvame
tuto opisni fazu aj ako tvodnu fazu k matematickému oznacovaniu.

6. Formalizdcia

V tejto poslednej faze hladame pravidla pre objavené opisy a pokiuSame sa
tieto pravidla po prvy krat zapisat vo formélnej podobe. Této formalizacia
vedie k abstraktnej rovine. Zakladné vlastnosti struktiry nazyvame axiéomy
a vychadzajuc z tychto axiom modzeme dokazat prislusné vety a rozvijat
dalgie zakladné myslienky.

4. Teéria skupiny RUMEC

Vhodnt tedriu pre vyucovanie matematiky na strednej a vysokej skole vytvo-
rila v USA skupina Research in Undergraduate Mathematics Education
Community (RUMEC) pod vedenim profesora Eda Dubinského. Tato APOS
tedria (Akcia, Proces, Objekt, Schéma) vznikla na zaklade didaktickej teorie
Jeana Piageta (pozri Dubinsky-McDonald (2001)):

1. Akcia

Akcia je transformécia objektu pomocou vyjadreného vonkajsieho podnetu.
Pri pojme funkcia ma napriklad ziak zadany funkény predpis a dosadzuje
do neho rozne ¢&isla z definiéného oboru danej funkcie. Ziak analyzuje vlast-
nosti danej funkcie pomocou tabulky funkénych hodnét. V tejto pozicii
boli matematici napriklad v starovekej Mezopotamii, ked pomocouo polohy
planét studovali ich pohyb na oblohe. Pre nich bol graf funkcie len mnozinou
izolovanych bodov.

2. Proces
Pokial ziak opakuje akciu, mdZe u neho prebehnit proces jej zvnutorne-
nia. Teraz moZe Ziak realizovat akciu aj bez vonkajSieho podnetu zo strany
ucitela. Moze sam viest akciu dopredu aj dozadu. Pri pojme funkcia moze
ziak rézne druhy elementarnych funkcii navzajom porovnévat. V tejto faze
eSte nie je schopny pochopit pojem funkcie ako funkcie zloZenej z inych
funkcii, nedokéze ani dani funkciu rozlozit.
3. Objekt
Ziak moze objekt ziskat dvomi sposobmi:

a) UvaZzuje o procesoch a akciach, ktoré realizoval a zhrnie do podoby

kognitivneho objektu.
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b) Objekt vznikne ako vytvorenie schémy, ktora zjednocuje procesy a
akcie, ktoré realizoval.

Pri pojme funkcia moze Ziak uvazovat o nejakej funkeii ako o objekte bez
konkrétnej reprezentacie. V tejto faze uz dokaZe pochopit pojem zloZenej
funkcie a dokaze danu funkciu rozlozit na kompoziciu viacerych funkcii.

4. Schéma

Schéma je koncepcia ziaka, ktord zahfha akcie, procesy a objekty jednej
matematickej tematickej oblasti vratane vztahov medzi nimi. Ziak sa dokaze
jednoznad¢ne rozhodnut, ¢ nejaky prvok do schémy patri alebo nie. Naprik-
lad schéma pojmu limita funkcie obsahuje rézne koncepcie pribliZovania na
mnoZine defini¢ného oboru funkcie. Do tejto schémy musi patrit aj koncept
pojmu funkcie.

5. Informac¢né a komunika¢né technolégie vo vyucovani
matematiky

Didaktika matematiky pri pouzivani IKT vo vyucovani vyzdvihuje aspekt
vizualizacie a simulacie procesov pomocou pocitaca. Grafické moznosti
didakticko-matematickych programovych balikov umoznuji Ziakom praco-
vat s modelmi matematickych objektov, napr. grafy funkcii alebo geomet-
rické plochy a telesa (Guncaga, Fulier, Eisenmann, 2008, s.241).

Projekt Infovek a dalSie projekty podstatne zlep$ili pocitacova vyba-
venost 8kol, Zial didaktika matematiky na Slovensku ma eSte rezervy v
pouzivani IKT vo vyucovacom procese.

Tento problém je potrebné riesit komplexne, pretoze treba néstupu IKT
prisposobit jednak pripravu budicich uéitelov (inovovat studijné programy
ucitel'stva akademickych predmetov na univerzitach), ako aj podporit dalsie
vzdelavanie ucitelov v praxi.

Pre uplatnenie IKT st vyznamné najmia posledné dva ciele u¢ebného
predmetu matematika v novom Statnom vzdeldvacom programe ISCED 3
pre predmet matematika.: Proces vzdelania smeruje k tomu, aby Ziaci:

e pouzivali prostriedky IKT na vyhladavanie, spracovanie, uloZenie a
prezentaciu informacii, ¢o by malo ulah¢it niektoré namahavé vypod&ty
alebo postupy a umoznit tak ststredenie sa na podstatu rieSeného
problému,

e prostrednictvom medzipredmetovych vztahov a prierezovych tém by
mali spoznat matematiku ako sucast Tudskej kultury aj ako dolezity
nastroj pre spolo¢nost.
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Z hladiska vztahu ucitel - IKT je dalej moZné zdoéraznit, Ze vyuzivanie IKT
vo vzdelavacom procese moéze ucitelovi vyznamne ulahcit jeho pripravu
na vyucovaciu hodinu a skvalitnit samotnt realizidciu vyucovania. Infor-
macné technoldgie napoméhajiu dosiahnut vyssiu kvalitu, profesionalitu a
efektivnost v porovnani s doteraz pouzivanymi didaktickymi prostriedkami
a nastrojmi. Ide najmé o komplex nasledovnych ¢innosti:

a) tvorba a spracovavanie matematickych (prip. i inych dokumentov)
prostrednictvom uZivatel'skych nastrojov IKT (napriklad vhodny ped-
agogicky softvér);

b) tvorba matematickych prezentécii, pomocou ktorych mozno konkretizo-
vat, simulovat a vizualizovat matematické pojmy a tvrdenia;

¢) tvorba testov, preverovanie vedomosti v testovacich programoch, ktoré
umoziuja kontrolu vysledkov vyucby a poskytuja ucitelovi velmi do-
lezita spatna vazbu;

d) zaznamenévanie a vyhodnocovanie vysledkov vyucby, hodnotenie di-
daktickych testov, evidencia znamok a klasifikicia;

e) vyhladavanie a ziskavanie dodato¢nych informac¢nych zdrojov pre vzdela-
vanie sa v matematike (elektronické ucebnice, Studijné materialy, ap-
plety, ilustrujice dané pojmy a tedrie) z internetovych stranok, pri-
padne dalsich zdrojov;

f) vymienanie informécii a sktisenosti medzi uéitel'skou verejnostou pro-
strednictvom komunika¢nych néstrojov.

Vyznamnou vyhodou vyuzivania IKT vo vyucovani matematiky je posilne-
nie tlohy vizualizacie. Jej doélezitost vidime hlavne v troch nasledovnych
aspektoch.

e Vizualizicia méZe ¢asto poskytnut jednoduchy a aéinny pristup k ob-
javovaniu matematickych vysledkov, k rieSeniu problémov a k objavo-
vaniu samotnej struktury matematického modelu, pomocou ktorého
Studenti ziskavaji nové poznatky. Vizualizacia vztahov a suvislosti v
jednom modeli umoziuje odvodzovat nové vysledky v dalsich oblas-
tiach a disciplinach matematiky prostrednictvom modelov, ktoré s s
danym modelom izomorfné (tiplne alebo iba ¢iastocne).

e Druhy aspekt vyplyva z potreby a dblezitosti vyuzivania réznorodych
ucebnych stylov vo vyucovani. Geometricky pristup k ziskavaniu zruc-
nosti a poznatkov, prostrednictvom nazornych objektov a vizuélnych
geometrickych predstav moze byt vhodnym doplnkom (aj ked nie bez-
vyhradnym zékladom) verbélno-logického §tylu, ktory ucitelia mate-
matiky Casto uprednostiuji. Tento §tyl vSak pri rieSseni niektorych
matematickych problémov nemusi byt najefektivnejsi.
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e Tretim aspektom st sticasné tendencie, ktoré stotoziuji matematiku
so Studiom modelov, ktoré moze byt realizované prostrednictvom in-
formacnych technologii systémov pocitacovej algebry alebo dynamic-
kého geometrického softvéru, pomocou ktorych je mozné Tahko ob-
javovat vSeobecné suvislosti a pravidla, ktorymi sa riadi dany model,
¢o sa niekedy realizuje na tkor vSeobecného algebrického uvazovania.
Tieto systémy vSak umoziuji dynamicky menit parametre znazor-
nenia (grafy funkcii, geometrické utvary), ¢o urychluje a ulahcuje
Studentom n&jst sivislosti pri osvojovani si novych poznatkov.

V poslednych rokoch sa velmi rychlo rozsiril vo vyucovani matematiky na
vSetkych kontinentoch (najmé v krajinach "tretieho sveta") volne Siritelny
softvér GeoGebra. V stCasnosti je pristupny priblizne v 50 jazykoch. Tento
systém spaja v sebe systém pocitacovej algebry, dynamicky geometricky
softvér a tabulkovy procesor. Velkou vyhodou je pomerne zrozumitelny
pristup k pouzivatelovi a moZnost tvorby dynamickych HTML webovych
stranok s dynamickymi obrazkami. Softvér je mozné stiahnut zo stranky
www.geogebra.org. Ucebné materidly vytvorené v tomto softvéri v jed-
notlivych jazykoch je mozné najst na strankach GeoGebra Wikipédie. Jej
slovenskt verziu v sucasnosti postupne vytvarame v spolupraci s u¢itelmi
zékladnych a strednych 8kol, ich Ziakmi, ako aj Studentmi ucitel'ského sta-
dia.

6. Zaver

Vo vyucovacom procese mé uditel rozhodujacu tlohu. Ani rozvoj IKT
neznizuje jeho tlohu, pretoze tieto technolégie st len prostriedkom, nie
cielom vyucovacieho procesu. DoéleZity je v stcasnosti aj interdisciplinarny
pristup, ktory je viditelny u Brinckovej (2010). NaSe tvahy zakon¢ime de-
satorom ucitela matematiky, ktoré formuloval Gyorgy Polya (pozri Polya
(1971)).U¢itel ma:

1. sa zaujimat o odborny obsah svojho vyucovania.

2. dobre poznat odborny obsah svojho vyucovania.

3. poznat jadro vyucovania a vediet, Ze najlepSia cesta pre uditela je té,

ktort ucitel sam objavi.
4. poznat predstavy Ziakov: Co ocakévaji? Co je pre nich naro¢né?
5. nielen odovzdéavat dalej Ziakom odborné vedomosti, ale mé u ziakov

rozvijat ich pracovné schopnosti (napriklad spréavne poradie a korek-
tnost postupu).

6. ucit ziakov vzajomne diskutovat.
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10.

ucit ziakov dokazovat.

. rozvijat u Zziakov heuristické metody pre rieSenie tloh a problémov,

poukézat im v konkrétnych situacidch na skryté vSeobecné struktury.

. neukazovat Ziakom vopred rieSenie kaZzdej tlohy, ale nechat Ziakov

samostatne objavovat, aby boli u nich podporené schopnosti ich mysle-
nia.

nepretazovat ziakov mnoZzstvom uciva, ale ich povzbudzovat a motivo-
vat k uceniu sa s porozumenim.

Poznamka
Clanok vznikol s podporou grantu KEGA ¢. 168-010KU-4/2010.
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Abstract. The informatisation of schools will affect education processes. Our
research is centred on edifying tasks of education, how information technology
(computers, computer programs, computer geometry, computer graphics). influ-
ences mathematics and geometry at primary schools (2nd grade): learning of pupils
and teaching of teachers. We show that the innovative methods of constructivism
are appropriate. A number of recommendations based on our research is made.

1. Uvedenie do problematiky

Cielom ¢lanku je popis priebehu a vysledkov vyskumu uskuto¢neného na
zakladnej skole na hodinach matematiky, resp. geometrie. Ulohou bolo
zistit, v ¢om podporuju pocitace, pocitac¢ové programy, resp. poclitacovéi
geometria a pocitacova grafika moznosti ziaka ucit sa efektivnejsie a ucitela
ucit efektivnejsie. Snahou bolo priame, nenésilné zapojenie sa do vyucova-
cieho procesu s pouzitim IKT a nahradenie tradi¢ného vyucovania.

Je zname, ze moderné informa¢né technolégie silne ovplyviuji fungo-
vanie dnesného sveta a Casto ulah¢uja mnohé kazdodenné ¢innosti. Napokon
aj ich zavadzanie do Skolstva a samotnych procesov vzdeldvania mé zlepsit
kvalitu vychovno-vzdelavaci tcelov.

Vyskumnym problémom bol komplex otézok, akymi cestami dosiahnut,
aby pouzivanie pocitacov nebolo samotcelné a prinasalo nové pozitivne kval-
ity vo vychovno-vzdeldvacom procese.

Vyskum mal priniest odpovede na otazky:

e ktoré tematické celky uciva st zjavne vhodné na uplatnenie pocitaca
za ucelom dosahovania vyssej efektivity;
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e ktoré pocitacové programy st vhodné a efektivne v modernizacii metod
a prostriedkov vyu¢by (struény prehlad);

e ktoré inovacné metddy je vhodné vyuzivat v ramci integracie IKT do
vyucovania matematiky na zakladnych skolach.

Na zéklade skiisenosti mézem potvrdit, Ze Ziaci maji problémy s konStruk-
¢nymi tlohami; nie je im dplne jasné ako si na¢rtnut tvodnu situaciu a nasle-
dovnou analyzou (rozborom) navrhnit rieSenie k tspesnému koncu. Menej
problémov maji so samotnym zapisovanim postupu a rysovanim (presnost
a uhladnost sved¢i o ich sustredeni sa a kvalitnych rysovacich pomockach).
NakoIko sa dlhodobo pozoruje neobltibenost geometrického uéiva pretrvava-
jaca generacie sa domnievam, Ze pouzitie pocitaca by malo motivovat Ziakov
k vacsiemu zaujmu o predmet, ulahéit im predstavu o probléme, nacrtnutie
rieSenia, zvySenie nazornosti a spreshovanie krokov vykladu uéitela alebo
rieSenia. Prostriedky dnesSnej modernej techniky na vizualizaciu, simulaciu
¢ dokonca animaciu vykladu umoziuji, aby sa Ziakovi zrozumitelnejsim
grafickym spdsobom priblizili geometrické situécie, a tym sa ulahéilo cha-
panie zlozitych javov, kvalitnejsie a rychlejSie rozhodovanie. D4 sa oCaka-
vat, Ze pouzitie poc¢itaca vo vyucovani bude kladne vplyvat na viaceré uka-
zovatele efektivity didaktického procesu, napr. spotrebu cCasu, efektivnost
precvicovania, trvacnost vedomosti, rychlost vytvarania ziadtcich navykov,
struktirovanie poznatkov, ¢as a hibku opakovania a pod.

Zatial o Ziaci strednych 8kol svoje zdokonalovanie stavaja na vedomos-
tiach a pocitacovych zruénostiach ziskanych na predchadzajicom stupni,
7iaci 2. stupiia zakladnych §kol takato moznost donedavna nemali (od skol-
ského roku 2008/2009 sa na 1. a 2. stupni ZS postupne zavadza Informat-
ickd vychova, dovtedy len ako zaujmova ¢innost Ziakov), hoci ¢asto si ich
sktisenosti a zrucnosti s pracou na pocitaci prekvapivo na dobrej trovni.

Pozorovana neoblibenost matematického, resp. geometrického uciva
mozZe vyplyvat aj z tzv. tradi¢ného vyucovania, t.j. v klasickej triede, kla-
sickym vykladom, zriedkavo pouzivanie didaktickych pomoécok a pouzivanie
ucéebnice, ktora je stale chapané ako "povinna ucebna pomécka". V ramci
didaktického pristupu vyucovania prevlada transmisivny, t.j. dominujici je
uditel, Ziaci su zavisli na jeho stratégiach, ktoré uvedie, & neuvedie? hotové
poznatky si memoruji a podla potreby zreprodukuju.

Ucenie "objavovanim vlastnych stratégii" vychédzajtce z principov kons-
truktivizmu postva ziaka do tlohy aktéra procesu ucenia a ucitela ako
zabezpecovatel a, koordinatora a kontroléra tohto procesu. Jeho tlohou nie
je poskytovat hotové poznatky, ale skor aktivizovat u Ziakov konstrukéné
procesy. S tym suvisi, Ze poznatky osvojené tymto spdésobom su trvacnejsie,
ziak si rozvija tvorivé myslenie, buduje o0.i. svoju hodnotu a sebavedomie,
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postavenie v ramci kolektivu. Na nasich skolach sa nevenuje dostatocné
pozornost prave tomuto didaktickému pristupu, efektivnejSiemu. Nakol'ko
IKT vo vyucovacom procese podporuju konstrukéné ucenie sa domnievam,
7e prispievaju k motivacii ziakov a zvySuju ich zaujem o predmet a taktiez
pomahaju u¢itelom ucit, t.j. vo funkcii poéitaé pouzZivany a obsluho-
vany ziakmi alebo pocita¢ ako demonstraény prostriedok ovladany
ucitelom.

Rozvoj burlivo napreduje, dne$né softvérové spoloc¢nosti pontikaji mnoz-
stvo produktov stale novsich a bohatsich systémov na réznych trovniach
kvality, o rok - dva pravdepodobne zastaralé. Prave so vznikom a vyvojom
IKT je uzko spéty aj proces ich zavadzania do $kol. Je preto tazké sa vediet
orientovat vo v8etkych pontkanych moznostiach matematickych programov,
odhadnat spravnu mieru a miesto pouZivania. Udcitel nemusi sam pracne
vytvarat materidly vhodné na pouzitie na vyucovacich hodinich, mnohé
celkom Sikovné sa daju najst na internete: hotové "aplety", tlohy, animécie,
ale je dolezité si overit doveryhodnost a spravnost poniikanych zdrojov, aby
sa z pomocnika nestal komplikator. Pri vybere je potrebné vziat do tvahy
viaceré hladiskd: narocnost obsluhovania (program by nemal odvadzat po-
zornost od matematickej ulohy a zamerat sa na spracovanie podcitac¢om),
naro¢nost udrzby, finanéna narocnost, obsah programov (konkrétnost vs.
v8eobecnost a pod.). Podla Slavika a Novaka (1997) netreba poéitat s tym,
7e pocita¢ pracu nejako vyzname ulahéi alebo skryje jej nedostatky. Sam
je nastroj, ktory - ako kazdy iny inStrument- pomoéze len tomu, kto vie ¢o
chce a vie ako na to. Inymi slovami, najlepSie je najskor objavit problém,
az potom k nemu hladat pocita¢ ako nastroj, ktory moze pomodct s jeho
rieSenim. V praxi to zial ¢asto byva prave naopak.

Na Slovensku existuje malo prac so zvolenou tematikou. Vacsinou ide
o prace charakteru pouzitia IKT vo vyucovani na vysokych a strednych
gkolach, s pouzitim metdéd kvantitativne orientovaného vyskumu. Zo zhrnuti
a zaverov prac vyplyva jednoznaéne kladny prinos a odporucania pre d'alsie,
hlbsie badanie v jednotlivych témach podla zamerania. Z postupov prac
je mozné dozvediet sa o priebehu zberu dat, postupe ich vyhodnocovania a
zovSeobecniovania. Nakol'ko st skiimané vzorky rozsiahle, vacsinou vyberané
néhodne, nie st zamerané na sktimanie réznych predpokladov, javov a ich
vzadjomné ovplyvihovanie. Existuje mnoho hotovych materidlov, ktorych
validita a reliabilita je diskutabilna, na zéklade nie celkom jasného uvedenia
zdroja ich vzniku. Situacia v zahranic¢i je podobné, aj ked sa neda hovorit
o malom pocte. Ich prestudovanie posluzilo ako ndmet pri kategorizacii
zamerania sa na hlbsie skiimanie pozorovanych situacii, vzhladom na vekovy
rozdiel Ziakov a Studentov nie vzdy aplikovatelné.
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Na zaklade prehladu skimanej literatury a taktiez velkych zmien vo
vyucovani v doésledku zavadzania a vyuzivania informa¢nych technolégii
v Skolach a uplathiovania novych pedagogickych myslienok odévodinujem
potrebu vlastného vyskumu nedostatkom sktimania pedagogickych problé-
mov vyucovania matematiky, resp. geometrie na tejto trovni.

2. Realizacia a vysledky vyskumu

Jednym z teoretickych vychodisk vyskumu bola analyza pocitacovych pro-
gramov vhodnych na pouzitie vo vyucovani. Dalsim vychodiskom bola
analyza ucebnych osnov a porovnanie stcasnych ucebnic matematiky, s
vacsim podielom geometrickej Casti. Napokon to boli teérie vyucovania
pomocou IKT v zmysle inovacie vyucovacieho procesu so zameranim sa
na konstruktivisticki pedagogiku. Tieto sa stali zakladom pre pripravu
a realizaciu vyskumu. Uskutoc¢nil sa v troch etapach. Prvé dve pozosté-
vali z pilotaZneho projektu sliziacemu na zmapovanie situécie a pedagog-
ického experimentu v zmysle kvantitativne] metodolégie. V ich priebehu
doslo k zmene zamerania pozornosti vyskumu na hlbsie a detailnejSie sku-
manie pozorovanych javov a vzajomnych vztahov medzi nimi s pouzitim
kvalitativnych metéd. Pouzitim oboch metodolégii iSlo o dosiahnutie ich
vzéjomného doplnenia.

1l.etapa

Na zaklade vlastného studia relevantnej literatary sa napléanoval prvy
pilotdZny prieskum. Venoval sa zmapovaniu uzitocnosti pouzitia pocitaca
vo vyucovani urcitého tematického celku Skolskej matematiky, nakolko je
zname, ze obsluha pocitaca ako nastroja rieSenia tloh z technického pohladu
aj z matematického hladiska nie je prili§ jednoducha.

Hlavnou metédou bol pedagogicky experiment, v ktorom nezévisle
premenné si: vyucovanie tradiéné a vyucovanie podporované pocitacom.
Zavisle premennou je troveii vedomosti, ktora sa zmeria testom. Dalgie
pouzité metddy: Struktirované pozorovanie pomocou pozorovacieho
harku, dotazniky pre Ziakov a ucitela. Na hodinéch islo o snahu vykladu
heuristickym rozhovorom, aby Ziaci vzajomné vztahy a suvislosti danych
tém objavili sami pri usmerneni vhodnymi otazkami.

Vzorku tvorili Ziaci siedmeho a 6smeho ro¢nika ZS Pukanec, experimen-
talnu skupinu ziaci so zvySenym zaujmom o pracu na pocitaci, ostatni kon-
trolntt skupinu. Vyucovanie prebiehalo podla rozvrhu hodin pocas dvoch
tyzdnov, so zameranim na témy: Zhodné zobrazenia (7. ro¢nik) a Riesenie
konstrukéngch iloh (8. ro¢nik), v experimentalnej skupine pomocou poci-
tacov a softvéru Cabri Geometry II v pocitacovej miestnosti (8 pocitacov),
v kontrolnej tradi¢ne v triede s klasickymi pomockami.
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Zistenia pomohli zorientovat sa v "teréne", zmapovat situéciu a moZnosti
a boli odrazovym mostikom pre daliu etapu vyskumu.

2. etapa

Na zéklade vysledkov pilotéaZneho prieskumu a d'alsieho stidia odbornej
literatary sa pripravovali d'alsie metodické materialy na vyucovanie. Naplano-
val sa dalsi experiment, v ktorom sa tieto materialy odskuasali a vyhod-
notili. Mal priniest odpovede na otazky, ¢i st materialy a sposob vyucova-
nia efektivnejsie oproti tradi¢nému, ¢i Ziaci rozumeli pokynom, otédzkam v
dotazniku, nakol'ko je praca v teréne ind ako st planované predpoklady.

Hlavnou metoédou bol pedagogicky experiment, v ktorom nezavisle
premenné si: vyucCovanie tradi¢né a vyucovanie podporované pocitacom.
Zavisle premennou je Grovenl vedomosti, ktort zmeriame testom. V zmysle
teorii didaktickych situécii sa pozornost zameriava na dve situacie, a to:
ziak ma riesit zadanu tlohu, pricom mé k dispozicii pocita¢, druhi: ucitel
uvadza ziaka do ulohy. To celé budem chapat ako didakticka situéciu a
pokusim sa o analyzu a priori, dopredu nacrtnat rieSenie, konkretizovat
a pouzit ako metédu vyucovania. Zo ziskanych vysledkov sa pokisim o
analyzu a posteriori, analyzovat chyby a nedostatky a navrhnuat cesty,
ako im moZno v praxi predchadzat. Doraz sa kladie na budovanie sys-
tému pojmov. Postupy konStrukcii sa budi utvarat na zaklade ziskanych
poznatkov, pricom dochadza k ich postupnému zaclenovaniu do systému,
¢im sa dostava a prehlbuje logickd stavba discipliny (Spagnolo, Cizmér,
2003). Dalsie pouzité metddy boli: Struktirované pozorovanie pomo-
cou pozorovacieho harku, §kalovanie a dotazniky pre Ziakov a ucitelov
(zostavené podla pravidiel a vychadzajuce z predchadzajicej etapy, overené
sondovanim na malej vzorke a kolegoch). Vzorku tvorili Ziaci siedmeho a 6s-
meho ro¢nika ZS Beethovenova v Nitre, prospechovo porovnatelné. Vyuco-
vanie prebiehalo podla rozvrhu hodin pocas dvoch tyzdiov, so zameranim
na témy: Zhodné zobrazenia (7. ro¢nik) a RieSenie konstrukcnijch uloh (8.
ro¢nik), v experimentalnej skupine pomocou poécitacov, dataprojektora a
softvéru Cabri Geometry II v pocitacovej miestnosti (14 pocitacov), v kon-
trolnej skupine tradi¢ne v triede s klasickymi pomo6ckami.

3.etapa

Pocas prvych dvoch etap vyskumu sa vynérali otazky, ktoré neboli pred-
metom sktimania ale vplyvali nai. KedZe sa jednalo o mélo po¢etné vzorky,
bolo mozné pozorovat viacero javov, ktoré ovplyviovali priebeh, ¢ vysledky
vyskumu. Ich zovSeobecnenie sa ukazovalo skreslujtco, vyhodnotenie by
mohlo posobit nespolahlivo. Javilo sa zaujimavejsie pozornost zamerat na
hlbsie preniknutie a detailnejsie preskiimanie pozorovanych javov a vzajomné
vztahy medzi nimi. Po dokladnom uvéZzeni som sa rozhodla pokracovat vo
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vyskume kvalitativnymi metoédami, ktoré by dopliali dovtedy zistené sku-
tocnosti kvantitativnymi postupmi.

Pripadova studia: PouZitie IKT, resp. pocitacovej geo-
metrie vo vyucéovani matematiky Ziakmi 2. stupria ZS

V centre pozornosti tejto Stidie bolo podrobné a hlboké sktimanie pe-
dagogickych problémov vyucovania z hladiska moznosti Ziaka ucit sa (dosi-
ahnut hlbsie nahliadnutie do problémov uciva a zvySit zrucnost v rieSeni
uloh) na hodinach matematiky, resp. geometrie na 2. stupni zakladnej
gkoly a to priamym, nendasilnym zapojenim sa do vyucovacieho procesu s
pouzitim IKT (pocitace, pocitacové programy, pocitacova geometria, poci-
tacova grafika), nahradenie tradi¢ného vyucovania uplatiiujuc nové peda-
gogické myslienky a navrhnutie rieSenia pre efektivne vyuzitie v praxi.

Vyskum mal priniest odpovede na stanovené otazky:

¢ Ako ucenie pomocou IKT ovplyviiuje rozvoj osvojenia si matematick-
ého, resp. geometrického uciva?

¢ V ktorych fazach vyucovacieho procesu je vhodné pouzivat IKT?

¢ Kolko ¢asu zaberie priprava ziakov na zorientovanie sa v geometrickom
programe?

¢ Nakolko Ziaci sami dokaZzu zvladnut samostatné tlohy?

¢ Ktoré faktory vyucovania podporovaného IKT st kladne ovplyvnitel-
né?

V priebehu vyskumu sa rozsiril o d’alsie:

o Ako by mala vyzerat takd hodina (ndpadné znaky)?

o Ako ¢asto by taka hodina mala byt?

Na dosiahnutie vy88ie menovanych cielov som zvolila kvalitativne metody,
ako hlavni nestruktirované pozorovanie s aktivnou participaciou,
s Casti s pasivnou participaciou. Ako kontrolné metdédy boli pouzité
skupinové interview a obsahova analyza produktov ziackych prac
(zosity z matematiky, vykresy Cabri).

Vzorku tvorili ziaci siedmeho a ésmeho roénika ZS Beethovenova v Nitre,
vyber 8koly vyhovoval kritériam pre vyber miesta vyskumu podla Marshalla
a Rossmana (1995). Jedna sa o ziakov, ktory sa eSte nestretli s vyu¢ovanim
matematiky, resp. geometrie pomocou pocitacov a pocitacovych programov.
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Hoci na niektorych predmetoch navstevuji tito ucebnu (slovencina, ze-
mepis, technické vyucovanie - t.j. "mini- informatika"), ¢asto je to len vy-
hl'adévanie informécii z internetu a po splneni tloh sa moézu venovat vlast-
nému zaujmu. VacSina vlastni pocita¢ aj internet v domacnosti, vyuziva
hlavne na komunikaciu (e-meil, chat, facebook), vyhladavanie informacii na
internete (hudba, vzdelanie, obrazky, Sport a pod.), zdbavu, t.j. po&itacové
hry a vided a tiez pracu v textovom editore. Ich zrucnosti st celkovo na
dobrej drovni.

Vyucovanie prebiehalo podla rozvrhu hodin poc¢as dvoch tyzdiov, so za-
meranim na témy: Zhodné zobrazenia (7. ro¢nik) a RieSenie konstrukénijch
iloh (8. ro¢nik), pomocou pocitacov, dataprojektora a softvéru Cabri Ge-
ometry II v pocitacovej miestnosti (14 pocitacov).

Pripadova studia: PouZitie IKT, resp. pocitacovej geo-
metrie vo vyucovani matematiky uditelom 2. stupna ZS

Cielom tejto studie bolo podrobné a hlboké skiimanie pedagogickych
problémov vyucovania z hladiska moZnosti ucitela ucit na hodinich ma-
tematiky, resp. geometrie na 2. stupni ZS pomocou IKT (pocitace, poci-
tacové programy, poditacova geometria, pocitacova grafika), uplatiiovanim
novych pedagogickych myslienok a navrhnutie rieSenia pre efektivne vyuzi-
tie v praxi.

Vyskum mal priniest odpovede na stanovené otézky:

¢ V ktorych fazach vyucovacieho procesu je vhodné pouzivat IKT?

o Ktoré faktory uditelovej prace vo vyucovani podporovaného IKT su
kladne ovplyvnitelné?

o Ako by mal vyzerat ucitel pouzivajici IKT na hodinach (charakteris-
tika)?

V priebehu vyskumu sa rozsiril o d’alsie:

o Ako by mala vyzerat takd hodina (ndpadné znaky)?
o Ako ¢asto by tak4 hodina mala byt?

Na dosiahnutie uvedenych cielov sa v zmysle kvalitativne] metodologie
pouzili vo vyskume hlavna metéda nestruktiarované pozorovanie s pasiv-
nou participaciou, kontrolné metédy interview a obsahova analyza
ucitel'skych materialov (pripravy, reflexny dennik).

Vyskum prebiehal na ZS Beethovenova v Nitre, po¢as dvoch tyzdiiov
podla rozvrhu hodin. Vzorku tvorila kvalifikovana uditelka matematiky
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ziakov skiimanych tried siedmeho a 6smeho ro¢nika s dlhoro¢nou a tispesnou
pedagogickou praxou (27 rokov). Na dobrej urovni ovlada pouzitie pocitaca
a niekol'kych programov, pracu s internetom. V pedagogickej praxi IKT
nepouziva. Uplatiiuje transmisivny pristup k vyucovaniu.

Vysledky prvej a druhej etapy realizované kvantitativnymi metédami
boli osozné a prinosné pre pripravu a realizaciu tretej kvalitativnej etapy.

Vyskumom sa podarilo potvrdit kladné vplyvanie pouzivania IKT na
viaceré ukazovatele efektivity didaktického procesu, napr. spotrebu casu,
efektivnost precvicovania, rychlost vytvarania ziadtcich navykov, Struk-
trovanie poznatkov, ¢as a hibku opakovania a pod. Hoci samotna priprava
ucitel'a na takito hodinu ¢as neSetri, ma mnoho vyhod, ktoré mu vyucovanie
zefektivnia oproti tradi¢nému. Ziakom sa ulahéila predstava o probléme,
nafrtnutom rieSeni a zvySenou nazornostou a spresiiovanim krokov sa im
zrozumitelnejsim grafickym sposobom pribliZili geometrické situécie, a tym
sa ulahcilo chapanie zlozitych javov, kvalitnejsie a rychlejsie rozhodovanie.
To motivovalo hlavne slabsich Ziakov k d'algej aktivite. Ucenie objavovanim,
resp. konStruovanie si poznatkov usmerfiované vhodnymi otazkami ucitela
nevnimali ako "neprijemné ucenie" ale "zédbavné tvorenie". Da konStato-
vat, Ze zvySenym zaujmom o vyucovanie pomocou IKT sa da dosiahnut
obltbenost predmetu matematika, resp. geometria.

Snahou pozorovania ako aj analyzou artefaktov bolo zistit a opisat zvonka
to, o sa v skutoCnosti deje. Data ziskané v rozhovoroch zistovali a opiso-
vali zvnitra to, ¢o si respondenti mysleli, Ze sa deje. Udaje jednotlivych
postupov sa navzajom doplhovali a zavery sa zhodovali, to svedéi o tom,
ze boli vhodne zvolené a pouzité. Porovnanim vysledkov ziskanych po-
zorovanim, sktmanim artefaktov a interview sa v dotaznikoch, skéilach a
kratkych diskusiach objavili isté druhy skreslovania z dovodov Ziclivosti
(nadhodnocovania), prisnosti (podhodnocovania), centralnej tendencie (nie
krajné ale stred, priemer) a "halo" efektu skamanej vzorky (kvoli inej vlast-
nosti, napr. je nadany lebo je usilovny). Snahou bolo podla principu kom-
paracie zistenia zjednotit a tak dospiet k uskutoc¢neniu cielov dizertacie.

Na zabezpecenie validity pripadovych studii bola zvolena triangulaciu
(overenie vysledkov viacerymi metédami). Nakolko sa jedna o konkrétne
pripady, obmedzenim $tdii je nizka reliabilita, pretoze zistené vysledky ne-
musia byt prenositelné, hodnoverné a potvrditelné na iné pripady v zmysle
zoveobecnitel nosti.

3. Zhrnutie a zaver

Prinosom realizovaného vyskumu je vytvorenie navrhu, ako by mala ho-
dina podporovana IKT vyzerat (vzhladom na vhodnost pouzivania v jed-
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notlivych fazach vyu¢ovania) a ako ¢asto by mala byt (v ramci moznosti vy-
bavenia Skoly a plnenia planov), kedy by bolo vhodné zacat so zavadzanim
pocitacového rysovania ako samostatnej prace ziaka a napokon charakter-
istiky vhodného ucitela (v zmysle matematickej a pocitacovej vzdelanosti
ako aj uplathovania pristupov konstruktivistickej pedagogiky).

Odporicania pre prax

Uvéadzam vychodiskd potrebné pre tspesné uskutocnenie vyucovania pod-
porovaného pomocou IKT za cielom zvySenia efektivity, vyplyvajuce zo
zéverov uskutocnenych pripadovych stadii:

kvalitné vybavenie pocitac¢ovej miestnosti a jej vhodné usporiadanie
(s ohladom na zdravie),

moznost pracovat zo ziakmi v skupinach v ramci delenych hodin (vacsia
moZnost individualneho pristupu k Ziakom a ich tempa),

upravit rozvrh vyucovania matematickej a geometrickej zlozky v ramci
tyzdia (podla prislusného mnoZstva jednotlivych tém) s moZznostou
ist do ucebne raz za tyzden v ramci predmetu podla potreby ako
doplnenie a precvicenie,

uplathovat principy ucenia podla konstruktivistickych teérii (budo-
vanie poznania na zéklade vlastnych sktsenosti zabezpecuje dlhsiu
trvacnost, objavovanie usmerfiované vhodnymi otédzkami motivuje k
d'alsej aktivite na uceni, podporuje tvorivost, komunikaciu a vnttorny
svet hodnét ziakov), prave principy transmisivneho pristupu mozu
mat za nésledok neoblibenost predmetu,

prezentovat matematiku, resp. geometriu na prikladoch z bezného
zivota, ktoré st im blizke, vedie k motivacii v jej chapani ako sticasti
a beZnej potreby oproti odovzdavaniu a memorovaniu abstraktnych
poznatkov,

oboznamovanie sa s po¢itacom - informaticka vychova sa deje v rdmci
novych vzdelavacich standardov postupne na prvom aj druhom stupni,
oboznamovanie sa s programami potrebnymi k nauceniu sa rysovania
na pocita¢i by sa mohlo zaviest podla tohto vzoru uz od zaciatku
geometrického uciva v ramei predmetu matematika (nie informatika),
t.j. na prvom stupni,

nastolit a dodrziavat pravidla spravania v pocitacovej uc¢ebni, pestovat
névyky zdravej psychohygieny pri praci s pocitacom, prave pozitivna
atmosféra prispieva k pozitivnym vysledkom,

kladny vztah Ziakov k pocitacom vyuZzit a pretransformovat do mate-
matiky, resp. geometrie, zdujem ucit sa s nadSenim prejavili hlavne
prospechovo slabsi, v pracovnom nasadeni nemali zdujem vyruSovat,
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e pripravovat uditelov postupmi IKT ako aj kongtruktivizmu, prinaj-
mensom si ich osvojit, najlepsie zazit,

e podporovat ucitelov v ramci d'algieho vzdel4dvania v zmysle poméct im
"spriatelit sa" s IKT a inovaénymi metédami "ako ucit", prave oni na
zéklade svojich bohatych a overenych skisenosti maja velkd vyhodu
"¢o ucit", prave IKT moézu pomdct mnozstvo uciva prezentovat so
zameranim sa na hlbku,

e nakolko doba postupuje rychlo a prinaSa stale nové produkty, je pot-
rebné sledovat a zdokonalovat sa v matematickych programoch a tech-
nologiach, (napr. konferencie, odporucania kolegov, vymena skusenosti
v ramci diskusnych for),

e na hodinach je vhodné pouZivat ucebné pomocky - konkrétne hmata-
telné modely, v premyslenej kombinacii s IKT mozu viest k zvySeniu
efektivneho,

e nezanedbat rysovanie tradiénym sposobom do zoSita alebo na tabulu,
nacvik tychto motorickych a precvi¢ovanie matematickych (napr. mier-
ka, predstava o skuto¢nej velkosti, odhad rieSenia, improvizacia ryso-
vacich nastrojov) zru¢nosti sa nedé ziskat pocitacom a maju svoj vyz-
nam - uplatnenie v praxi,

e prepojit vzdelavanie celého Skolského systému na vsetkych jeho trov-
niach.

Tieto vysledky by mohli poslizit v praxi inSpirovanim k vyucovaniu mate-
matiky podporovaného IKT podla predlozenych navrhov a ako teoreticky
zéklad pre buducich vyskumnikov v tejto oblasti. Od roku 2008 vstipil
do platnosti novy zakon o ZS schvéleny Ministerstvom Skolstva SR, ktory
rozSiruje ramcovy ucebny plan vzdelavacej oblasti Matematika a praca s in-
formaciami o Informaticka vychovu a Informatiku. M4 zmysel pokrac¢ovat
skimanim koncepcii vyucovania podporovaného IKT. Rovnako je vhodné
presktmavat jednotlivé tematické celky (podla novych vzdelavacich Stan-
dardov), pripravou metodickych a testovacich materialov a ich overovanim
sformovat do podoby vhodnej na priame pouZitie vo vyucovani ucitelmi a
tiez ziakmi.
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Abstract. The artickle is about using of the interactive board SMART Board
during the teaching mathematics at college or secondary school. Our project has
run last year in May at a grammar school in Ceske Budégjovice for second year
students. Using the interactive board they baame familiar with a new and not
allways loved part of Mathematics - combinatorics.

1. Uvod

Na avod bych rada pouzila kratky dryvek z Velké Didaktiky od Jana Amose
Komenského, ktery je podle mého nazoru "nesmrtelny" a stale velmi ak-
tualni.

At je ucitelim zlatym pravidlem, aby se vSechno predklddalo
vsem smyslim, pokud to je jen mozné, totiZ véci viditelné zraku,
slysitelné sluchu, cichatelné ¢ichu, ochutndvatelné chuti, hmata-
telné hmatu. A jestlize se néco mizZe vnimat nekolika smysly,
necht se to déje nékolika smysly. Nic nend v rozumu, co nebylo
pred tim ve smyslech. Proc¢ by se tedy pocdtek vyucovdni neddl
radéji véengm ndzorem nez slovnim poddnim véci?

Cilem zékladnich a stfednich skol je pfedevsim pripravit déti, resp. zaky
¢i studenty na budouci Zivot, predat jim diilezité poznatky z riznych véd-
nich obori, naucit je zodpovédnosti, samostatnosti, tvorivosti, naucit je
spolupracovat a respektovat praci a ispéchy vlastni i druhych a v neposledni
fadé je naucit zakladni funkce informacnich a komunika¢nich technologii,
které jsou nedilnou soucésti témér kazdé pracovni ¢innosti. Samoziejmé
neni pochyb o tom, Ze papir a tuzka, resp. klasickd tabule a kiida vzdy
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byly, jsou a jesté dlouhou dobu budou nedilnou soucasti vychovné vzdéla-
vaciho procesu. A co je dilezité fici, jedn& se o velmi dobré pomitcky.
Zadna vyucovaci pomicka neni tak prizptisobiva ucitelové stylu jako prave
tabule a kiida. Jak ale udé€lat zakim vyuku zajimavéjsi a zabavnéjsi? Jak
zaktim urc¢ité fakta srozumitelné pfibliZit a umoznit jim probiranou latku
lépe pochopit? Nepochybné existuje mnoho moznosti, napt. formou vylet,
exkurzi, dokumentarnich filmut, zahrani¢nich pobyti, riznych projekti, e-
learningu apod. Domnivam se, Ze dalsi moznosti by mohla byt napf. in-
teraktivni tabule, kterou lze uplatnit pii vyuce témér vSech vyucovanych
predméti, tedy i matematiky - a to nejenom pfi vykladu, ale i pii opakovani
a zkouSeni z probrané latky.

2. Interaktivni tabule

Dovolte mi popsat interaktivni tabuli pouze ve zkratce, nebot si myslim, Ze
v soucasné dobé vétsina ucitelt méa o této moderni technologii povédomi, a
tak neni zapottebi jej Sirokosahle charakterizovat.

Obecné vzato se da Fict, Ze interaktivni tabule je nova technologie, ktera
umoziuje zabavnéjsi a méné stereotypni formu vyuky. Jedna se o dotykovou
plochu, ke které je pripojen pocita¢ a data projektor. Z pocitace je na
povrch tabule projektorem promitan obraz, se kterym se da pracovat uz bez
pouziti poc¢itace (ten samoziejmé musi byt stale zapnut). Na tento dotykovy
displej, tj. interaktivni tabuli, je pak mozné psat prstem, specidlnim fixem,
pohybovat s obrazky, malovat, poustét si pripravené animace, videa, zvuky,
nahrévat si postup reSeni aj.

3) interaktivni tabule

_{5@;

2) projektor

1) poéitad
Obrazek 1 - diilezité komponenty pro vyuzivani I'T

Na trhu je mozné vidét nékolik typt interaktivnich tabuli. Mezi nejzna-
méjsi v Ceské republice bezkonkuren¢né patii interaktivni tabule SMART
Board a Activ Board. Samoziejmé jako kazdé technologie i interaktivni ta-
bule maji sviij rub a lic. Jisté kazdy pedagog, ktery uz nékdy s interaktivni
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tabuli pracoval, by byl schopen nékteré kladné i zaporné stranky vyjmen-
ovat. Vypsat vSechny vlastnosti, které se nabizeji, by zabralo miniméalné 1
stranku textu. Vypisi proto pouze nékteré, podle mého nazoru zasadni.

Vyhody:

e umoznuje diky vhodnym obrazkim, animacim a jinym didaktickym
pomituckam zefektivnit vyuku

e 7 interaktivni tabule lze spoustét aplety zaméfené na experimenty;
studentim tak lze ukézat jevy a duasledky, k nimZ by nebylo mozné
dojit pri realizaci daného pokusu ve t¥idé

e moznost vyuzivani pii vyuce vétSiny predmétt a ruznych vékovych
kategorii

Nevyhody:
e technika muze prevazit nad rozumnym vyuzitim interaktivni tabule
e pifprava hodin je pro ucitele ¢asové velmi naro¢na
e 74k se muze dostat do role "pasivniho divaka" (animace misto realnych
experimentt, pokusi, IT jako projekéni platno)

3. Vyuka kombinatoriky na gymnaziu

Jiz v roce 2008 jsem predlozila studentiim 4. roc¢nikd na nékolika gym-
naziich po celé Ceské republice anketu, ve které meéli mimo jiné oznacit 3
stfedoskolské matematické okruhy, které se jim zdali z hlediska pochopeni a

YV,
v

Yy v

na druhém misté pak kombinatoriku, pravdépodobnost a statistiku a na
tfetim stereometrii. Domnivam se, ze pravé kombinatorika hrala bezesporu
velkou roli pri hodnoceni celého okruhu kombinatoriky, pravdépodobnosti
a statistiky.

Myslim si, ze hlavni roli zde hraje napt. logické mysleni, lidové Tfeceno
"zdravy selsky rozum", ktery nejspi§ mmnoho studentid postrada. DalSim
divodem, pro¢ tato latka neni oblibené, prestoze pri reSeni tloh postaci
studentim mit pouze zakladni algebraické znalosti, je ten, Ze kombina-
torika nedéva presny navod, jak tulohy TeSit a vétSinou ani neni mozné se o
spravnosti vysledku presvédcit zkouskou. Kazdy student vam fekne, Ze kom-
binatorické dlohy jsou zdbavné a ze zivota. Tento fakt vSsak kombinatoriku
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nikdy nedostane z "pytle" nejobévanéjsich stiedoskolskych matematickych
okruhi, nebot kombinatorické tlohy jsou oproti tloham z ostatnich okruht
jiné - neexistuje obecny algoritmus ¢ vzorec, pomoci kterého by se dal Tesit
jeden priklad za druhym.

Na mnoha 8kolach se u¢i kombinatorika standardnim zptsobem, tzn.
studenti se nejprve nau¢i kombinatorické pravidlo souctu a soucinu, poté
se seznami s variacemi, permutacemi a kombinacemi bez opakovani spolu
s danymi vzorci pro vypocet pfikladi a feSeni jednotlivych tloh probihé
nasledovné: nejprve je nutné uhodnout, o jaky typ prikladu se jedné a poté
se ur¢uje n a k ve vzorci. Stejnym stylem se Tesi kombinatorické tlohy s
opakovani a studenti tak nikdy neproniknou do tak krasné ¢asti matematiky
a bohuzel ji ¢asto ani nepochopi.

"Pro¢ nezkusit vyucovat kombinatoriku jinak?"

Na Sachovnici 8 x 8 umistéte obé véze (tzn. Cernou a bilou) tak, aby cernd stila na
Cerném policku, bila na bilem a aby jedna nevyhodila druhou, tzn. obé véze se nesmi
nachizel ve stejném fadku ani ve stejném sloupci. (Pozor: neodpovidi pravidlim Sachové bry.)
fefeni:
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Obréazek 2 - ukizka pfipravené tlohy na interaktivni tabuli

Rozhodla jsem se zkusit oducit kombinatoriku'! nestandardné a to s
pravé s vyuzitim interaktivni tabule SMART Board. Pro studenty byla in-
teraktivni tabule v podstaté novinkou, nebot do Skoly byla nainstalovana
zaCatkem roku. Studentim se neprozradily vzorce k jednotlivym typtm
kombinatorickych priklada, a tak fesili dlohy pouze s vyuzitim pravidla
souc¢tu a soucinu. V pribéhu vyuky se samoziejmé pro ulehéeni vypoctu
seznédmili s kombina¢nim ¢islem a s pojmem n!, ale o ndzvech variace, per-
mutace, kombinace se dozvédéli az ke konci celého vyukového procesu.

"Kombinatoriku jsem oduéila v roce 2009 ve druhém roéniku &tyfletého studia na
jednom ceskobudéjovickém gymnaziu.
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Diky interaktivni tabuli bylo moZzné studentim zpestfovat hodiny rtz-
nymi kvizy, jez tzce souvisely se zadédnim pfipravenych tloh. Pro lepsi
pochopeni latky byly pfipraveny prezentace a animace, objevovaly se riizné
obrazky a studenti se v hodinach aktivné zapojovali.

o s 4
Pascaliv trojahelnik

- schéma, které znazoriuje nékteré vlastnosti kombinacnich Cisel

- 2 tvary (pomoci pfirozenych Cisel. pomoci kombinacnich Cisel)
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Obrazek 3 - Pascaliv trojthelnik na interaktivni tabuli

Béhem celého procesu studenti psali dva testy, které mély zjistit, do jaké
miry pochopili probiranou latku, ktefi studenti maji s kombinatorikou vétsi
problémy, jaké byly nejcastéjsi zpusoby feSeni jednotlivych piikladi, zda se
zndmky z testti markantné lisi od znamek z jinych matematickych okruhi
apod.

Mohu konstatovat, Ze vysledky mé docela mile pfekvapily. Nejenom, Ze
zéky vyuka kombinatoriky zjevné bavila, ale zndmky z obou testt se viibec
neliily od ostatnich ziskanych znamek z matematiky béhem celého roku,
coz podle mého nazoru je velmi pozitivni zjisténi. Stejné testy mi napsali
i studenti jinych gymnazii, ktefi se ucili kombinatoriku standardné (tj. se
vzorci a bez interaktivni tabule) a vysledky "mé tfidy" byly ve srovnani
velmi pozitivni, nebot statisticky tito studenti, ktefi se ucili netypickym
zptisobem, dopadli lépe. Studenti, ktefi se ucili kombinatoriku se vzorci,
se je snazili velmi ¢asto pouzit a malo kdy pfiklad spravné vytesili pouze
vlastnim tdsudkem bez pouziti vzorci. Pokud nedostali piimo klasickou
tlohu, ktera se dala vyfesit pouze dosazenim do vzorce, ¢asto se objevovaly
s jejim vyTeSenim potiZze. Naopak studenti, kteri se ucili nestandardné a
bez vzorci, mnohem vice nad piiklady premysleli, coz se velmi zfetelné
projevovalo béhem vyucovacich hodin, kdy kladli otazky, zda by se tloha
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nedala Tesit jinym zpiisobem, nad TeSenim diskutovali a vzadjemné si dana
FeSeni vysvétlovali.

Na konci celého vyukového procesu vétsina studentii hodnotila vyuku
pozitivné i pres to, Zze kombinatorika opravdu neni lehké téma, coz byla pro
mé krasné satisfakce.

1"5ouTEZ "y Dopliite virazy do Stverce tak, aby v kazdém Fadku a v kazdém sloupei
byl souéet roven 20,
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Obrazek 4 - ukazka soutéze
4. Zavér

Interaktivni tabule studentiim bezpochyby vyuku zatraktivnily, probiranou
latku ulehéily a umoznily latku do jisté miry lépe pochopit. Samoziejmé
neni mozné se domnivat, zZe diky interaktivni tabuli se zvysi zadjem studentii
o danou problematiku, nicméné si myslim, ze vhodné pouzivana interaktivni
tabule je bezesporu vhodnou pomitickou do skol.
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Abstract. In our research we investigate probabilistic thinking of pupils of the 8th
class of an elementary school. We have found out that only few of pupils were able
to construct corresponding discrete probability space when solving probabilistic
tasks. However, our analysis shows that low level of probabilistic thinking is not
always the reason.

1. Uvod

Struktiru v pravdepodobnostnych tloh4dch mézeme vyjadrit vdaka pravde-
podobnostnému priestoru'?. Plocki pripisuje pravdepodobnostnému pries-
toru pri rieSeni tloh z po¢tu pravdepodobnosti kli¢ova tlohu (porov. napr.
[1]). Na zéaklade toho sme sa nazdavali, Ze je velmi vhodné pri vyucovani
poctu pravdepodobnosti na zaciatku rieSenia tlohy z poc¢tu pravdepodob-
nosti upriamit Ziakov na konstrukciu pravdepodobnostného priestoru, ktory
zodpoved4a danej pravdepodobnostnej situacii.

Na konci skolského roka 2009/2010 autorka ucila celok Pocet pravde-
podobnosti v dvoch triedach 8. ro¢nika zékladnej skoly. Vyucba trvala
pét hodin. Predchadzal jej kratky tvod. Po skonceni vyucby Ziaci vypra-
covali dve tlohy. Jednej z nich sa venuje tento prispevok. Pocas vyucby
bol kladeny déraz na urcovanie vSetkych moznych vysledkov nahodného

12]v)alej v prispevku budeme uvaZovat len o tlohach, ktorych modelom je diskrétny
pravdepodobnostny priestor. Pod diskrétnym pravdepodobnostnym priestorom rozu-
mieme v prispevku dvojicu, ktort tvori neprazdna mnoZina (nanajvys spoéitatelna)
a rozdelenie pravdepodobnosti medzi jej prvky (presnejSie pozri v [1], s. 36 a 62).
Ked dalej piseme pravdepodobnostny priestor, myslime diskrétny pravdepodobnostny
priestor. Toto skratené oznacenie je tiez podla [1].



50 Maria Kolkova

pokusu. Vela &asu bolo venovaného rozlisovaniu viacerych na vzhlad rov-
nakych objektov (napriklad karticiek pexesa).!3 Okrem teoretického pris-
tupu mali Ziaci viackrat prilezitost uvazovany pokus aj simulovat.

2. Klasifikacia riesSeni
Prispevok je postaveny na analyze ziackych rieSeni nasledujtcej tlohy:
Uloha 1

Na stole A su rozloZzené tri karty. Len jedna z nich je eso. Otoc¢ime
jednu kartu. Na stole B je rozloZenych Sest kariet. Len jedna z nich je eso.
Otocime dwve rozne karty.

Je rovnaka Sanca otoCit eso na stole A ako na stole B? Ak nie, pri ktorom
stole je vi¢sia Sanca otodit eso?

Uloha je pomerne standardna. Jej osobitostou je, Ze v nej vystupuji dva
rozdielne pravdepodobnostné priestory.

Ziaci mohli k tlohe pristupovat viacerymi sposobmi. Uvadzame tie, s
ktorymi stuvisia riesenia ziakov.

Riesenie la: Sanca otodit eso na stole A je %, pretoze su tri mozné
vysledky (vSetky rovnako pravdepodobne) a len v jednom z nich otocené
eso. Sanca oto€it eso na stole B j je 15, teda tiez + 3, pretoze vSetkych moznych
dvojic je 15 a v 5 z nich je medzi oto¢enymi kartami eso.

Riesenie 1b: Sanca otocit eso na stole A je :1,), pretoze su tri mozné
vysledky (vSetky rovnako pravdepodobné) a len v jednom z nich otocené
eso. Sanca oto¢it eso na stole B j je :1,)8, teda tlez , pretoze v8etkych moznych
dvojic losovanych postupne je 30 a v 10 z mch je medzi otofenymi kartami

€S0.

Riesenie 2: Sanca otocif eso na stole A je %, pretoze si tri mozné
vysledky (vSetky rovnako pravdepodobne) alen v Jednom z nich otocené
eso. Sanca otodit eso na stole B j je g 142 & 5, teda tiez 3, pretoze bud oto¢im
eso pri prvom pokuse alebo pri druhom.

Riesenie 3: Sanca otocit eso na stole A je %, pretoze su tri mozné
vysledky (vSetky rovnako pravdepodobne) a len v Jednom z nich otodené
eso. Sanca otocif eso na stole B je 6, teda tieZ =, pretoZe Sest kartiet
vyloZenych na stole mozeme reprezentovat usporladanou Sesticou, v ktorej
dve konkrétne pozicie (napr. prvé dve) budu navySe vyjadrovat, Ze karta
na tejto pozicii bude vylosovana. Potom Sanca, Ze eso sa dostane na jednu
z tychto dvoch pozicii, je %.

Pristupy Ziakov pri rieSeni tlohy st zachytené v Tabulke 1.

13 Abstraktny pojem pravdepodobnostny priestor sme so Ziakmi nepouZivali.
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Kategoéria rieseni l?cicet‘
rieSeni
Len jednoduchy pokus )
Intuitivne 1
Skratka 4
Postupné losovanie 1
Cez konstrukciu chybného pravdepodobnostného priestoru 1
Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru 7
Iné 7
Spolu 26

Tabulka 1 — Zakladna klasifikacia rieseni

RieSenia zaradené do kategoérie Len jednoduchiy pokus zvazujui pocet ka-
riet réznych od esa alebo pomer és na pocet kariet. Tito rieSitelia vlastne
pracuju len s jednoduchym pokusom - losovanie jedného objektu (jednej
karty). Vsetci sa priklonili k véi¢Sej Sanci pre stél A. Svoju odpoved pri-
padne zddvodnuju aj presnejsie - zlomkom alebo pomerom.

Riesenie oznacené ako Intuitivne zdoraznuje aj pocet kariet na stole, aj
pocet losovanych kariet, ale rozhodnutie je len odhadom bez zddvodnenia.

Viackrat sa opakovalo rieSenie oznacené ako Skratka. Ziaci uréili Sancu
oto¢it medzi dvomi kartami na stole B bez vysvetlenia ako %. Je mozné, ze
2 v Citateli zlomku vyjadruje pocet losovanych kariet a 6 v menovateli pocet
vSetkych kariet na stole. Ak by Ziaci uviedli % z tohto dévodu, svedcilo by
to o neporozumeni toho, Ze do pomeru je potrebné dat vysledky nahodného
pokusu, ktorymi st v tomto pripade dvojice. Je mozné, Ze ziaci intuitivne
citili rovnost Sanci, no nevedeli ju zdévodnit. Rovnost plati vSeobecnejsie.
Aj pri losovani jednej z n kariet (medzi ktorymi je jedno eso), aj pri loso-
vani k z k - n kariet (medzi ktorymi je jedno eso), je Sanca vylosovat eso

k-n—1
1. Zdévodnit to mozno tpravou ((’an))
Rieseni 3. Aj RieSenie 3. vSak eSte kpovaiujeme pre ziakov 8. roc¢nika za

narocné. Obrazok 1 ukazuje jedno z rieSeni Skratka.

na % alebo tvahou zachytenou v

Riesenie zaradené do podkategorie Postupné losovanie je pozoruhodné.
Jeho autorovi je pravdepodobne blizsi procesualny pristup k rieSeniu tlohy
ako konceptuélny. Vie, Ze ak by aj na stole B mal oto¢it len jednu kartu,
tak Sanca, Ze to bude eso je %. Intuitivne odhaduje, Ze na dva pokusy bude
Sanca dvakrat vicsia. (V preskrtnutom texte dokonca pise % Mbobze to
vyjadrovat snahu o vytvorenie dvojnasobku %) Intuicia je spravna, hoci
matematicky svoju odpoved zatial nevie zdévodnit. Zdévodnenie by zod-

povedalo RieSeniu 2. RieSenie Postupné losovanie je na obrazku 2.
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Uloha I:
Na stole A si rozloZené tri karty. Len jedna z nich je eso. Otoéime jednu kartu.

Na stole B je rozloZenych Sest kariet. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime dve rdzne karty.
Je rovnakd Sanca otocif eso na stole A ako na stole B?

Ak nie, pri ktorom stole je vic¢Sia Sanca otoCif eso?
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Obrazok 1 — RieSenie typu Skratka

Uloha 1:

Na stole A st rozlozené tri karty. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime jednu kartu.

Na stole B je rozloZenych Sest kariet. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime dve rozne Karty.
Je rovnaka Sanca otoCit eso na stole A ako na stole B?

Ak nie, pri ktorom stole je vicSia Sanca otocif eso?
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Obrazok 2 — RieSenie typu Postupné losovanie

Ziaci zaradeni do kategorie Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru
riesili ilohu spésobom 1a alebo 1b. Dvojice bud vypisali alebo ich znazornili
grafom. Ukézky st uvedené na Obrézku 3 a Obrazku 4.
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Uloha 1:

Na stole A st rozloZené tri karty. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime jednu kartu.

Na stole B je rozloZenych Sest kariet. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime dve rozne karty.
Je rovnaké Sanca otocit eso na stole A ako na stole B?

510

Qui dgydweth bdloch ey ovnahe e pands-
mg@mm M&»@J}\M her.

Obrazok 3 — RieSenie typu Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru I

Uloha 1:
Na stole A si rozloZené tri karty. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime jednu kartu.
Na stole B je rozloZenych Sest kariet. Len jedna z nich je eso. Oto&ime dve rdzne karty.

A0
Aké si mozné pripady otocenia jednej karty na stole A? Aké si pravde odobnostl tychto pripadov?
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AK€ sti mozné pripady otocenia dvoch kariet na stole B" Ake st pravdepodobnosti tych 0 pnpadov
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Je rovnakd Sanca otocif eso na stole A ako na stole B?
Ak me, pri ktorom stole je vi¢gia sanca otocit eso?
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Obréazok 4 — RiesSenie typu Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru I1

V rieSeni zaradenom do kategorie Cez konstrukciu chybného pravdepodob-
nostného priestoru Ziak predpokladal, Ze na stole B st dve esa.

Kategoria Iné obsahuje rieSenia, ktoré obsahuju len odpoved, nie si pre
nas zrozumitelné alebo nie st porozumené Ziakom.
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3. Vztah medzi schopnostou konstruovat pravdepodobnostny
priestor a porozumenim pravdepodobnosti

Pytali sme sa, ¢ rieSenie oznaCované ako Skratka nie je SikovnejSie ako
rieSenie z kategérie Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru.

Osozné v suvislosti s poloZenou otézkou je vSimnut si klasifikacie odpovedi
vo vyskume Watson & Kelly [2]. Odpovede ziakov viacerych ro¢nikov (3.
- 13.) zaradili do jednej zo Siestich kategorii podla stupna porozumenia
pravdepodobnostnému priestoru zalozeného na troch hodoch kockou.

Watson & Kelly pouzili vo svojom vyskume nasledujtcu tlohu. Prostred-
nictvom nej ukdzeme, aké odpovede zodpovedali jednotlivym kategériam.

Uloha 2

Predstav si pravidelnt kocku, ktord ma Styri steny Cierne a dve biele.
Touto kockou sa hodi trikrat. Co je viac pravdepodobné:

a) V dvoch hodoch padne ¢ierna stena, v jednom hode padne biela stena.
b) Vo vsetkych troch hodoch padne ¢ierna stena.

¢) Obe moZnosti (a) a (b) st rovnako pravdepodobné?

Dalej uvadzame nazvy kategorii s charakteristickou odpovedou.

Nezapadajice: Ned4 sa povedat... neviem.

Zohladriugice neurcitost: Obe (a) aj (b) st rovnako pravdepodobné,
pretoze nevieme, ¢o sa moze stat.

ZaloZené na pozorovant jedného hodu kockou: Viac pravdepodobné je
(a), pretoze Ciernych stien je viac. Ale moze padnut aj biela.

ZaloZené na intuitivnych pomeroch: Pomer ¢iernych stien ku bielym
je 4:2. To je to isté ako 2:1. V troch hodoch by mali padniit dve ¢ierne
steny a jedna biela. Viac pravdepodobné je (a).

Ciastocne systematické: Viac pravdepodobné je (b). Je Sanca 2:3, Ze
padne Cierna stena. To je viac ako 1:3, Ze padne biela. Sanca, Ze v
troch hodoch padne Cierna stena je 8:27. To je viac ako 4:27.

Uplne systematické: Viac pravdepodobné je (a), pretoze moze padnut

biela, cierna, cierna alebo cierna, biela, ¢ierna alebo cierna,cierna,
. - . 2.2 1 _ 12 . .
biela. Teda Sanca pre (a) je 3-5-5-35 = 5. V pripade (b% je len

. s .- % <
jedna moznost: ¢ierna, cierna, cierna, teda Sanca 5 - 5 -5 = o=.

Porovnali sme kategorie odpovedi zo stidie Watson & Kelly s rieSeniami
nasej ulohy. Sprehladnuje to Tabulka 2.
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Zohladhujuce neurcitost

Zalozené na pozorovani

Len jednoduchy pokus zakladnej kocky

Intuitivne
Skratka Zalozené na intuitivnych pomeroch
Postupné losovanie

Cez konstrukciu chybného
pravdepodobnostného priestoru | Ciastoéne systematické

Cez konstrukciu a Uplne systematickeé
pravdepodobnostného priestoru
Iné Nezapadajtce

Tabulka 2 — Porovnanie dvoch klasifikacii

Zhoda medzi dvomi klasifikdciami je zaujimava. RieSenia z kategorie
Skratka sme prirovnali k rieSeniam zalozenym na intuitivnych pomeroch.
Myslime si, Ze prirovnanie je primerané, pretoze zdévodnenie v tychto tlo-
hach naozaj chybalo. Klasifikicia Watson & Kelly posudzuje odpovede Zia-
kov z pohladu ich porozumenia pravdepodobnostnému priestoru. Z tohto
pohladu su rieSenia Cez pravdepodobnostny priestor prirodzene na vyssej
drovni ako rieSenia Skratka. Rozdiel medzi tymito dvomi typmi rieSeni je
vSak aj v miere podloZenia svojej odpovede matematickym zdévodnenim.

Hoci riesitelia z kategorie Skratka mali spravnu intuiciu, myslime si, Ze
by svoju odpoved mali problém matematicky obhajit. Toto stavia rieSenie
Cez pravdepodobnostnyj priestor pred rieSenie Skratka.

V suvislosti s hfadanim odpovede na poloZent otazku prinisa nas maly
vyskum jedno zaujimavé zistenie. Trinasti Ziaci mali v zadani tlohy aj
pomocné otézky (v pisomnej forme):

1. Aké st mozné pripady otocenia jednej karty na stole A? Aké su pravde-
podobnosti tychto pripadov?

2. Aké st mozné pripady otoCenia dvoch kariet na stole B? Aké su
pravdepodobnosti tychto pripadov?

Zaujimavé su rieSenia troch ziakov, ktori vdaka pomocnym otazkam
skuto¢ne prvky pravdepodobnostného priestoru vypisali, ale tento vypis pri
rieSeni d'alej nepouzili. Na Obrazku 5 je zndzornené jedno z nich.

Riesenia mali pripravent pddu pre rieSenie Cez pravdepodobnostny pries-
tor, ale nakoniec vyuzili rieSenie Skratka alebo Len jednoduchy pokus. Tieto
rieSenia ukazuju, Ze ak ziak nepouzije pravdepodobnostny priestor, nemusi
to byt v dosledku toho, Ze by ho nevedel skonStruovat. Pravdepodobne
zatial eSte nerozumie jeho vyznamu. MoZze to svedcit v prospech toho,
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ze rieSenie Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru je z pohladu
pravdepodobnostného myslenia kvalitnejsie ako rieSenie Skratka.

Uloha I:
Na stole A s rozloZené tri karty. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime jednu kartu.
Na stole B je rozloZenych $est kariet. Len jedna z nich je eso. Oto¢ime dve rozne karty.

Aké si mozné pripady otoCenia jednej karty na stole A? Aké su pravdepodobnosti tychto pripadov?

2
A

MO - Y
Aké st mozné pripady otoCenia dvoch kariet na stole B? Aké si pravdepodobnosti tychto pripadov?

- IO O - vho UG e o

g - B N0 e - A0

Je rovnakd Sanca oto€if eso na stole A ako na stole B?
Ak nie, pri ktorom stole je vi¢Sia Sanca otocit eso?
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Obrazok 5 — RieSenie s vypisom v8etkych moZznych vysledkov a zaverom
nie na jeho zaklade

4. Zaver

Konstrukcia pravdepodobnostného priestoru umoziuje ziakom matematicky
zdévodnit svoju odpoved. Toto sme ohodnotili ako jednu z prednosti rieseni
Cez konstrukciu pravdepodobnostného priestoru. Na konkrétnych rieSeniach
sme ukazali, Ze samotné urcenie vSetkych moznych vysledkov ndhodného
pokusu e$te nemusi znamenat, Ze Ziak rozumie jeho stavisu s pravdepodob-
nostou. Bolo to pre nas prekvapivym zistenim.

Na druhej strane vSak spréavna intuicia Ziakov z kategorie Skratka je
cenna. Naznacuje, Ze rieSenie cez pravdepodobnostny priestor je mozno
niekedy zbyto¢ne zlozité. Tiez RieSenie 2 vyjadruje pristup ziakov, ktori
myslia skér procesuédlne. Je trochu iny ako riesenie cez pravdepodobnostny
priestor. Zistili sme tiez, Ze konStruovanie pravdepodobnostného priestoru
ziakmi nie je také prirodzené, ako sme sa nazdavali.

RieSenia ziakov sa teda stali pre nés bohatym zdrojom podnetov v
suvislosti s otazkou, ako savisi schopnost konstruovat pravdepodobnostny
priestor a porozumenie pravdepodobnosti.

Pod akovanie

Velka vdaka patri Jarke RanoSovej, s ktorou autorka konzultovala Ziacke
rieSenia na Letnej Skole z teérie vyucovania matematiky Pytagoras 2010.
Ona objavila Riesenie 3.
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Abstract. Here we demonstrate investigative approach and creation of conjec-
tures with the help of a problem. A conjecture is a statement which appears
reasonable, but whose truth has not yet been established. Conjecturing forms the
backbone of mathematical thinking and reasoning.

We present an approach to investigate a "mathematical situation." We
choose not to define "mathematical situation" but will illustrate it with
several examples. Since it is the first step on what can be a long and inter-
esting journey, we feel it is best to allow it to be as general as possible.

A typical method of investigating a mathematical situation follows this
sequence of processes:

Mathematical situation - experimentation - conjecture -
test - proof - mathematical theorem.

The central activity during the investigation of many mathematical
problem situations is that of conjecturing. A conjecture is a statement
which appears reasonable, but whose truth has not yet been established.
Conjecturing forms the backbone of mathematical thinking and reasoning.
We look at a number of famous and interesting conjectures associated with
positive integers which can be explored at different levels in elementary and
secondary schools.
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Example 1 (Goldbach’s Conjecture):

Many millions of even numbers have been examined and every one tested
can be written as the sum of two prime numbers. Some can be written this
way in several different forms. For instance,

4=242,6=3+3,8=345,10=545=3+7,12 =5+7,14 = 7+7 = 3+11.
But as it is impossible to test every even number somewhere there may
be at least one even number that cannot be written as the sum of two

prime numbers. So in mathematics there is the very famous Goldbach's
conjecture:

Every even number greater than 2 is the sum of two prime numbers.

We exclude 2 since the only way to write 2 as the sum of two positive
integers is 1 + 1 and we do not consider 1 a prime number.

But as yet no one has found a proof that every even number has this
property, and it may not even be true. So the statement is "only" a conjec-
ture, not a mathematical theorem. In the future some mathematician may
prove the conjecture to be true, but equally some other mathematician may
prove it not to be true.

The Prussian mathematician Christian Goldbach (1690 - 1764) made
this conjecture in a conversation with the great Euler who later wrote Gold-
bach to say that "I regard this as a completely certain theorem, although I
cannot prove it." It remains unproven to this day and indeed may not be
true!

Example 2 (Ulam’s Conjecture):
This example involves producing finite sequences.
Choose any positive integer n.

1. If n is even, divide it by 2.
2. If n is odd, multiply it by 3, add 1, then divide it by 2.
3. If the new number is 1, stop; otherwise, repeat.

For example, if n = 8, we obtain the sequence 8 —+ 4 — 2 — 1.

If n = 13, we obtain 13 — 20((13-3+1)/2) - 10 -5 = 8((5-3+1)/2) —
4 —2—1.

Will we always get 17 We can experiment further and then state a conjec-
ture:

Conjecture: For any positive integer n, the above procedure will always
terminate with 1.
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Although often called Ulam’s Conjecture after the Polish-American math-
ematician Stanislaw Ulam (1909 - 1984), it was originally stated by the
German mathematician Lothar Collatz (1910 - 1990). Paul Erdos remarked
that "Mathematics is not yet ready for such problems." As with Goldbach’s
Conjecture, it is unproven.

It is not true that all conjectures lead to unsolved problems. Now we demon-
strate investigative approach and creation of conjectures with the help of
the folloving problem.

Problem: Sum of Consecutive Positive Integers

What positive integers can be written as a sum of consecutive positive
integers? For instance, 7 =3 + 4 and 15 =4 + 5 + 6, but we cannot write
8 as such a sum (try it).

Solution:

Because we do not know anything about it we must start by using the
process of experimentation. There are at least two ways of doing this.

e The first way is some times known as the heuristic ,Working backwards’.
Take sets of two, then three, then four consecutive numbers, and so on, and
find their sums.

For example:

142=3 14+2+3=6 1+4+2+3+4=10
243=5 243+4=9 2434+44+5=14
3+4=7 34+44+5=12 3+4+54+6=18

This shows us that the integers 3, 5, 7, 6, 9, 12, 10, 14, 18, can be written
as the sum of consecutive numbers. Let’s order these numbers to see if we
can see a pattern.

3,9,6,7,9,10, 12, 14, 18, ...

If we continue this approach perhaps we might fill in the missing numbers
in this sequence or notice a pattern in possible missing numbers. We leave
you to continue this approach.

These are the results of experimenting with the integers 1, 2, 3, 4 and 5:

1=0+1 Not valid! We must use positive integers and 0 is not positive.

2= We cannot write 2 as the sum of consecutive positive integers.
3=1+2 Yes!
4= Again, we cannot find a sum.

5=24+3 Yes!
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After experimenting with the first five integers it is possible to make a
conjecture:

The experimentation with integers 6 to 11 shows that conjecture 1 is not
true. For example, 6 and 10 are even integers, and 6 = 1 + 2 + 3 and
10 = 1+ 2 + 3 + 4 disprove it. But what about the integer 87 Is it possible
to produce another conjecture knowing that the integers 1,2, 4 and 8 cannot
be written as the sum of consecutive integers? What is special about 1, 2,4
and 87 We know them as powers of 2. Although we have only four of these
special numbers we claim:

Conjecture 2: Powers of two are cannot be written as the sum of consec-
utive positive integers.

If we test conjecture 2 with the help of numer 16 = 24, we more confident
that this conjecture is true. But at this moment we do not know how to
construct a proof.

Now as we can continue our experimentation working systematically with
more and more integers it is possible to say:

Conjecture 3: All numbers with the exception of powers of two are sums
of comsecutive positive integers.

How can we prove conjectures 2 and 37 We must find what distinguishes
powers of two from other numbers and then show how this property relates
to the property of being a sum of consecutive numbers.

From divisibility theory, we know that the only prime factor of a power
of two is two itself. Thus, all factors of a power of two other than 1 are
even (indeed, they are also powers of two). On the other hand, any positive
integer not a power of two must have at least one odd factor other than 1.

Example:

Factors of 2° = 32 are: 32,16,8,4,2,1. All factors except 1 are even.
Factors of 24 are: 24,12,6,4,3,2,1. There is an odd factor other than 1. It
is number 3.

Now we have a distinguishing property, so we can reformulate our conjec-
tures.

Conjecture 2a: If a positive integer has only even factors other than 1,
then it cannot be written as the sum of consecutive positive integers.

Conjecture 3a: If a positive integer has at least one odd factor other than
1, then it can be so written.
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Further experimentation can help us see how the presence of an odd factor
allows us to write an integer as a sum of consecutive positive integers.

Experimentation: Let us take some numbers with at least one odd factor,
say multiples of 3, 5 and 7, and examine them. Our experimentations show
the following forms:

Multiples of 3: Multiples of 5:
1-3=1+2 1-5=2+43
2.3=14+2+43 2.5=14+24+3+14
3.-3= 24+3+14 3:-5=142+3+4+5
4.3 = 3+4+5 4.5 = 24+34+44+5+6
In general
g-3=(9—1)+g+(9+1) 9:5=(9-2)+(g—1)+g+(g+1)+(9+2)

Multiples of 7:

1-7=3+4 4-7T=1+2+3+4+5+6+7

2:-7=2+3+4+5 5.-7= 24+34+44+5+6+7+8

3:-7T=14+24+34+4+5+6 6-7= 3+4+5+6+74+84+9
In general

g-7=@-3)+@-2)+(@g-D+g+@+1)+(g+2)+(g+3)

Note that these general formulas only hold when g¢ is sufficiently large. In
the above examples, the cases where the formula holds true are those where
some of the numbers appear in bold-face.

And now generally: If positive integer n has an odd factor 2k + 1 (k is
positive integer), it means that n can be written in the form

n = g(2k + 1) (1)

then n can also be written as a sum
n=(@g-k++(@-2)+@-D+g+(@g+1)+(@+2)+ -+ (g+k) (2)

Really, if we add the terms on the right hand side of formula (2), we get the
term on the right hand side of formula (1).

Formula (2) says that such an n is the sum of 2k + 1 consecutive integers,
the middle one being ¢ . This is almost Conjecture 3a, but unfortunately,
not all the integers need be positive! For instance, if we apply the formula
ton =3,5,7,10, and 14, we obtain
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3=1-3=0+1+2
5=1-5=-1+04+1+4+2+3
7T=17=-24+(-1)+0+1+2+3+4
10=2-5=0+1+2+3+4
14=2.-7T=-14+0+14+2+3+4+5.
However, this last experiment has shown us exactly what we need to do to
show that Conjecture 3a is true. We present it as a proof.

Proof of conjecture 3a): Let positive integer number n have an odd factor
2k + 1. Then n can be written in the form (1). Now we know, that n can
be written also in the form

n=(g—k+-+@-2)+@g-D+g9+@+1)+g+2)+ -+ (g+k) (2)

where g is also factor of n.

How can we get only two or more positive numbers on the right hand side
of formula (2)7 If there is zero, we delete it. All we have to do is counteract
the negative terms by the corresponding positive terms. There are more
positive terms than negative ones because the total sum is positive. After
this procedure we get the even number of consecutive positive terms.

So after this proof we rename conjecture 3a as a theorem:

Theorem 1: If a positive integer n has an odd factor other than 1, then it
can be written as the sum of consecutive positive integers.

Indeed, our investigation has given us more than what the theorem states;
not only do we know that it can be done, but we know how to do it!

Now we have enough experiences to believe that the opposite theorem to
theorem 1 also holds.

Theorem 2: If a positive integer n can be written as the sum of consecutive
positive integers, then it must have an odd factor other than 1.

Proof: We write n asn = g1+go+- - -+g, where g1, go, . . . g, are consecutive
positive integers. We consider two cases:

(a) r is an odd number

(b) r is an even number.

Case (a): We can write n in the form shown in Formula 1, and then g will
be the number in the middle of the sum. The fact that r is odd guarantees
there is a middle term. Then, exactly as in our experimentation, we can
then write n in the form n = g7 (2k + 1) so n has an odd factor greater
than 1, namely 2k + 1.



Conjecturing: An Investigation Involving Positive Integers 65

Case (b): We are unable to proceed as in Case (a) since now there is no
middle term. However, we "augment" the sum g; + g2 + - - - + g, by adding
to it
(=4 + (2 +(-1)+0+1+24 -+ (g — 1).

Note first that we have really just added on 0, since all the positive terms
cancel with the corresponding negative ones. Thus, the new sum is still
equal to n. Second, we have added on an odd number of terms - an equal
number of positive and negative terms and 0. Since we began with an even
number of terms in the sum ¢; + g2+ - - -+ ¢ we now have an odd number of
terms in the augmented sum, namely an odd number of consecutive integers
whose sum is n. The situation is now exactly as it was in Case (a), so we
can conclude that n has an odd factor greater than 1.

It is difficult to say exactly how this "trick"of augmenting the sum in Case
(b) was conceived. That is part of the creative side of mathematics. How-
ever, we can say with confidence that had we not been thinking of sums
of consecutive integers and of Formula (2), the trick would not have been
thought of.

We now put both theorems together:

Theorem 3: A positive integer n can be written as the sum of consecutive
positive integers if and only if the positive integer n has an odd factor other
than one.

Corollary of theorem 3 is conjecture 2. The powers of two have no odd fac-
tors except 1, so these powers cannot be expressed as the sum of consecutive
positive integers. Therefore we can rename conjecture 2 as theorem 4:

Theorem 4: Powers of two are not the sum of consecutive positive integers.
Now we are inspired for another investigation.

Some positive integers can be written as a sum of consecutive positive in-
tegers in different ways. For example:

21=3.7 21 = (04)1+2+3+4+5+6
—6+7+8
=10+ 11

30=2-3-5 30 =9+10+11
=4+54+6+7+38
=64+7+8+9

We pose a new problem.
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Problem: Investigate the number of different ways a given positive integer
can be written the sum of consecutive positive integers.

Here is our investigation:

Again we can start with the process of experimentation. We can also use our
mini-theory, which was created above. But first several specific questions.

Question: Which numbers have no representation as the sum of consecutive
integers?

Answer: Powers of 2.

Question: Which numbers have a unique representation?

Answer: Those with only one odd factor other than 1, namely primes and
products of a power of 2 and a prime, such as 56 =8 -7 =23 . 7.

Question: Which numbers have exactly two such representations?

Answer: Those with exactly two distinct odd factors other than 1, such as
9 = 32. The two distinct factors are 3 and 9.

Question: Which numbers have exactly three such representations?
Answer: Those with exactly three distinct odd factors other than 1, such
as 42 =2-3-7. The three distinct odd factors are 3,7, and 21.

We are now in a position to offer a further conjecture.

Conjecture 4: Let n be positive integer. The number of representations
of n as a consecutive sum is the same as the number of odd factors of the
integer n.

We are pretty certain that the conjecture is true, but can we prove it?

Proof: For every odd factor 2k + 1 of n we can construct sum (2) and after
counteract we always get a sum of consecutive positive integers.

For example: Number 30 = 2.3.5 has three odd factors: 3, 5 and 3.5 = 15.

Sum of 3 consecutive integers: 30 =9+ 10 + 11

Sum of 5 consecutive integers: 30 =4+54+6+7+ 8

Sum of 15 consecutive integers (or 4 consecutive positive integers):
30=(-5)4+(—4)+(=3)+(-2)+(-1)+0+14+24+3+44+5+6+7+8+9=
64+7+8+9.

The conjecture 4 can now be claimed to be a theorem 5.
We end with two remarks of a didactic nature:

Remark 1: We can use a geometric approach to introduce younger students
to this problem with the help of figures such as these:
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S & & % T 50

Diagrammatising numbers in geometric shapes helps students visualize pat-
terns in particular numbers. The shapes could be said to represent an as-
sembly of pipes or logs of wood. The numbers below the figures show the
number of pipes in a shape and we can refer to numbers as 'pipe’ numbers.
So we investigate which numbers are pipe numbers. Younger students can
also be introduced to experimentation in mathematics by supplying them
with a collection of metal or plastic disks and having them "construct" pipe
numbers.

A more algebraic view:

It is easy to derive the formula 1 4+2 43+ ... + n =n(n+ 1)/2. There are
both algebraic and geometric ways to do so. Now, a "sum" number such as
54+6+7+8+4+ 9+ 10 can be looked at as

(142+3+...49+10)— (14+2+3+4) = (10-11)/2 — (4-5)/2.

Thus, a "sum" number is one that can be written either in the form n(n +
1)/2 or n(n+1)/2 — m(m + 1)/2 where in the second case, m +1 < n.

See how this relates to the figures: the first formula (where n = 2,3,4,5,...)
produces triangles, more precisely, the triangular numbers: 3,6, 10, 15,...
The second formula (where n =2,3,4,5..., m=1,2,3,4,... and m+1<
n) produces truncated triangles, or more precisely, the difference of two
triangular numbers. If in the second formula we allow m = 0, then this
formula produces all the "sum" numbers.

Remark 2: Students just beginning algebra can be led to the important
formula

n=(@g-k+--+@-2)+@¢g-D+g9+g+)+@g+2)+ -+ (g9+k)
by considering examples such as

4-3=444+4=4-1)+4+4+1)or
6-5=6+6+6+6+6=(6—2)+(6-1)+6+(6+1)+ (6+2).
In each such sum, it is important to begin with an odd number of copies of

a given integer so there will be a middle term. Then as we move away from
the middle term to the left, we subtract off 1, then 2, then 3, and so on,
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while we add these numbers when we move from the middle to the right. It
is important that the student sees that doing so does not change the sum.
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Abstract. Vyuzivaniu digitalnych technolégii vo vyucovacom procese sa v stcas-
nosti venuje velkd pozornost. Vyucovanie matematiky s podporou digitalnych
technologii a s e-learningovou podporou bolo predmetom vyskumu realizovaného
na strednej obchodnej akadémii. Prispevok chce oboznamit s realizaciou a poukézat
na niektoré zaujimavé vysledky tohto projektu.

1. Uvod

V stcasnosti sa fenoménom vyuzitia digitalnych technolégii vo vyucovani za-
oberaju mnohé zahrani¢né aj slovenské publikicie, Coraz CastejSie sa stava
aj predmetom roéznych projektov, pilotazi, aj seriéznych vyskumnych prac.
Ako vsak pouzit digitdlne technolégie na konkrétnej vyucovacej hodine?
Ktoré zo sirokej skaly IKT prostriedkov pouzit v sucinnosti s akymi for-
mami vyucovania pre dant vekovii skupinu studentov, pre dany typ stred-
nej skoly a pre konkrétne vyucovacie ciele? Toto st otazky, na ktoré dosta-
vame odpovede len ¢iastocne a ich aktualnost je obmedzena velmi rych-
lym vyvojom samotnych digitalnych technologii. Prave preto sme v stulade
s doteraj$imi skusenostami vyuzivania didaktického softvéru a grafickych
kalkula¢iek v jednotlivych témach stredoskolskej matematiky zrealizovali
vyskum 8irSieho charakteru, na vzorke Styroch tried jednej skoly ( s nads-
tandardnym vybavenim IKT) v trvani jedného $kolského roka. V nasle-
dujicom uvadzame ciele, hypotézy, ukazkové materidly digitdlneho obsahu
vyucovania ako aj niektoré vysledky vyskumu.

Cielom nasej préace bolo preskimat efektivnost vyuZzivania digitalnych
technologii (hlavne grafickych kalkulaciek a softvérov dynamickej geometrie)
ako aj e-learningovej podpory vyucby vo vyucovani matematiky na stred-
nej odbornej skole. Vyskum sme realizovali v §kolskom roku 2009/2010 v
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Styroch triedach (prvom, druhom, tretom a Stvrtom ro¢niku) Stukromne;j
Obchodnej Akadémie Liberta v Bratislave (www.liberta.sk)

V silade s terminologiou Teorie didaktickych situacii (Brousseau 1998)
sme pouzili didaktické prostredie, kde materidlna zlozka materidlneho pros-
tredia pozostavala z digitalnej techniky, didaktického softvéru, elektronick-
ych studijnych materidlov a pracovnych listov. Studenti mali na vyucovani
k dispozicii notebooky s pripojenim na internet, grafické kalkulacky, soft-
vér Graphmatica, GeoGebra, Cabri geometria. V triede mal ucitel k dis-
pozicii notebook s pripojenim na internet a dataprojektor. V ramci prvého
kroku, noosférickej situacie sme vykonali analyzu didaktickych prac, uceb-
nych osnov a planov podl'a nového statneho vzdelavacieho programu gkoly.
Na zaklade tychto zaverov sme vytvorili prostredie konstrukcénej situacie
vyberom konkrétnych ucebnych materialov, tloh, pracovnych listov ako aj
vyucovacich metod a foriem.

Cielom vyskumu bolo overenie nasledovnych hypotéz:

H1. Studenti st vdaka pouzivaniu pocitacov a e-learningovej podpory vy-
ucby lepSie motivovani a javia va¢si zdujem o matematiku.

H2. Vhodnou aplikiciou digitalnych technologii (grafickych kalkulaciek a
softvérov dynamickej geometrie) vo vyucovani matematiky sa zlepsia
postoje Studentov k vyucovaniu matematiky.

2. Ukazky digitalneho obsahu vyucovania

Podl'a nového statneho vzdelavacieho programu skoly je prvoradym ciel om
vyucovania matematiky ziskanie pozitivneho vztahu k matematike. Nede-
litelnym cielom matematiky na strednych odbornych skolach je poskytnat
ziakom vedomosti a zrucnosti, ktoré st potrebné pre tispesné zvladnutie
odbornych predmetov prislusného studijného odboru. Zaroven by si mal ab-
solvent SOS utvorit obraz o matematike ako celku, mal by ziskat vedomosti
z oblasti algebry, z planimetrie a zo stereometrie, z analytickej geometrie
roviny a priestoru, zo zékladov matematickej analyzy, z kombinatoriky, zo
zékladov pravdepodobnosti. Vo vyucovacom predmete matematika sa ma
vyuzivat pre utviranie a rozvijanie nasledujucich klicovych kompetencii
vychovné a vzdelavacie stratégie, ktoré ziakom umoziuju:

e Schopnosti riesit problémy
e Sposobilosti vyuzivat informacné technologie
Tieto sposobilosti poméhaju ziakom rozvijat zakladné zrucnosti pri préci

s osobnym pocita¢om, internetom, vyuZzivat rézne informac¢né zdroje a in-
formacie v pracovnom a mimo pracovnom c¢ase. Nové iniciativa v oblasti
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elektronického vzdelavania (eLearning) si kladie za ciel zvysit troven dig-
itdlnej gramotnosti ziakov.

V nasledujticej ¢asti uvddzame niekol’ko ukazok digitdlneho obsahu, ktory
bol studentom pristupny aj na portali http://elearn.ematik.fmph.uniba.sk/
ako e-learningova podpora vyucovania.

Uloha 1. Z papiera tvaru §tvorca 40x40 cm vystrihneme vo vetkych ro-
hoch rovnaké Stvoréeky a zlozime krabicku. Aka velkd mé byt strana vys-
trihnutého Stvorceka, aby mala krabica maximalny objem?

RieSenie pomocou grafickej
kalkulac¢ky - ziak vytvori funkciu

zévislosti objemu krabice od Byi-(a-2:2)] b
strany vystrihnutého Stvorceka : y-Intercept

v o~ ey . : w=Cal

x. Urci, ze defini¢ny obor pre ; z-Cal
P . . ; 1 0 20 20 %)ljféec.tion
premenni z je interval (0,20). Distance

Maximum funkcie na danom
definicnom obore vypocita pomo- o
cou grafickej kalkulacky. Dolezité e e
je spravne zvolit "zoom". Fad Feal o [Rsd Rest =
V= (40 —22)% -z
V = 42® — 16022 + 1600z

Uloha 2. N&jdite rozmery nadoby tvaru valca tak, aby pri danom objeme
21 bolo ochladzovanie tekutiny v nej ¢o najmensie, t. zn. aby bol jej povrch
minimalny.

Rieéenie pomocou graﬁckej View Window E:i ¥ Edit Zoom Analvsis _"

- . . E Mermory @20 O30
kalkulacky - ziak vytvori funkciu Dixlog Dy-log
xrin fE
zévislosti povrchu valca od polo- T
J . dot s B.BE493506493 Ov2:0
meru podstavy x nadoby. Mi- pmin 2235 Dv3: 0
. . scale: :
nimum funkcie na danom defi- ove: D .

ni¢nom obore vypocita pomocou mih [sbe [cae | 20 | IZIE]

. « A1 N~y s s ald|lc|d
grafickej kalkulacky. Doélezité je Flglhlz 1@
m| R
spravne zvolit "zoom". Elalrls _
p ""_I!: v .=H. 6327833 c=8.?8?55|1n3

[TRIG JEALC JOFTH 1= m- 5 2tedi'n

Fad Real om]  |Rad FReal [T

4
y:27r3:2—|——, z >0
X

Uloha 3. Polné cesta medzi Abrahdamovom a Bezinkou sa sklada z dvoch
na seba kolmych rovnych tsekov. DIhs{ Gisek meria 12,1 km, kratsi 2,8 km.
V mieste, kde polna cesta meni smer, stoji osamely dom. Zastupitelstvo
sa rozhodlo nahradit tuto polnid cestu asfaltovou. Poslanci zastupitelstva
vSak stali pred problémom, kade by mala nova cesta viest.
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I

Abrahamovo

Bezinka

Odbornici odhadli, Ze

e vystavba 1 km cesty vedenej po trase povodnej polnej cesty by stéala
asi 183 000 €,

e vystavba 1 km cesty mimo trasy povodnej polnej cesty by stala asi
220 000 €.

Poslankyna Ctzikové navrhla int trasu: nova cesta povedie z Abrahamova
najprv po polnej ceste a od urc¢itého miesta sa odkloni a povedie rovno do
Bezinky.

Starosta ma rozhodnit, po akej trase sa mé nova cesta stavat, aby bola
¢o najlacnejsia.

Riesenie pomocou Cabri geometrie:

Pomocou softvéru Cabri geometria II Plus mézeme tlohu nielen graficky
znézornit, ale aj graficky znazornit vztah medzi trasou cesty a cenou bez
znalosti funkénych zévislosti. Graficky a experimentilne moézu Studenti
néjst optimélne riesenie.

0 subory Upravy Nastavenia Kontrukcia Okni Pomocnik

] [ O] A B (A3

12.1 km 227 cm @

Bezinka

183000
220000

Vysledok: 5.36
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RieSenie pomocou MS EXCEL:

Pomocou softvéru MS EXCEL méZzu §tudenti vytvorit tabulku funkénych
hodnoét zéavislosti ceny od trasy. Pritom im stadi znalost Pytagorovej vety!
Nacrtnutim grafu na zéklade tabulky mézu najst optimalne rieSenie. Disku-
sia o "kroku" v tabulke buduje u $tudentov kompetenciu vyhodnotenia
redlneho problému (napriklad otazka: s akou presnostou vedia cestéari vy-
budovat novii cestu? s presnostou 0,5 km?...).

A 8 c ) £ F c H 1 K L [ [ o 3 a R s T
1 Ax xa cena
2 o _12,420] 2732343 3 on I
s 0,5 11,933] 2716797
a 1| 11,848] 2701456
1,5] 10,964| 2686487
2| 10,281] 2671806
2,5] _10,000] 2657500)
3| 9,521] 2643626
3,5 9,04a] 2630254]
10 4| 8,570] 2617465,
1 a5 8059] 2605364
n s| 7,632 2500077 | cenastarejcesty | 183000 |
13 55| 7,169 2583763 |__cenanovejcesty | 220000
14 6| 6712] 2572625, 1
15 6,5  6261] 2566918 ! = =
16 7] s818] 2560977 CENA |XB| =282+ (12,1 — |AX])?
17 7,5] _5,385] 2557234
18 8| 4,965] 2556273] 2850000 -
15 3| as01] asse85a 2500000 ¢ CENA = |AX|.183000 + |BX[.220000 €
21 9,5] 3,821] 2579119 4
22 10[  3,500] 2600000| 2700000 \ ,;
23 105 2630579 2650000
20 11] 3008 2e7amm o TNy 4
25 11,5 2,864 2734484 W
26 12| 2,802| 2812393 2550000
27 121]  2,800] 2830300 2500000
28 0 2 a 5 8 10 12 1a
29

Uloha 4. Britsky lekarsky ¢asopis "The Lancet" varuje pred celosvetovou
epidémiou rakoviny pltc a poZaduje drasticky narast ceny cigariet. Rakov-
ina plic sa stala jednou z najrozsirenejSich druhov rakoviny, zdoraziuje
najstarsi lekarsky ¢asopis. Podl'a svetovej banky narast ceny tabaku o 10%
znizi dopyt o 8%.

EX: Riesenie pomocou MS EXCEL:

A B c D E F G H 1 1 K L M N o P Q

1 cena|dopyt a. "Po 12 zdrazeniach o 10% je pokles dopytu 12 - 8% = 96%
o % 10 8 zostava dopyt 4%.“ Je toto tvrdenie pravdivé?

0 15,00/ 500,00

1 16,50| 460,00 500,00

2 18,15| 423,20

3 19,97| 389,34 500,00
7 4 21,96| 358,20
8 5| 2416| 32954 0000
o 6 26,57| 303,18
10 7 29,23| 27892 0000 \.\'\- R
1 8 32,15| 256,61 \'\-\-\-‘ J—.
12 9 35,37 236,08 20000
13 10] 3891 21719 =
14 11 42,80 199,82 100,00
15 12[  47,08] 18383
16 0s0 EPUDENEPES = e o and —l
17 0,36767 0 2 4 3 3 10 12 14
s
19
2l N(12) = Np - 0,922 ~ 0,368 - No

= Dopyt nebude 4%, ale priblizne 36,8 % pévodného dopytu.
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Al B C D E F G H 1 K L M N 0 3 Q R s 1]
1 x| P | N |cenav%|dopytvie| 1,10 | 0,924x
2 0| 150 1000 000% 000% 00000| 0,000 a.Naplste predpls pre dOth Po tabaku,
- 2

1| 165/ 920 1000%| 800%| 071000 00800 Elk Sa cena ZdVlhla X krat po Sebe 010%.

2| 182 B846| 2100%| 1536%| 0,2100] 0,153

3| 200 779] 33.00%| 2213%| 03310] 02213

4] _220] 716 2641%| 28,36%| 026%1] 0,283| [ 1

S| _282] 65| 6L05%| 3409%| 0,6105] 0,3203|

6| 266 60| 77,16%| 39,36%| 07718] 03936 Po(cena) [ S[zvjSenieceny] 10
9 7| 22| s558| 94.87| 44.22%| 09487| 04422 No (dopyt) | 500[znizenie dopy] 8|
10 8| 323] s513| 11436%| ameew| 1,1436] 0,868
1 9| 352 a72| 13579%| 52,78%| 13579] 0,527 Podiatoéna cena nech je Py, potiatoény dopyt Ng.
12 10| 38o| @34 15037 5656%| 15957] 0,5656)
13 uf s28[ 00l 18551%] s00e%| ses3i| o.6004] P(x)= P - 1.1% N(x) = No - 0,92,
14 2] 471] 368| 21384%| 63,23%( 21384 06323 X je poget postupnych zvy3eni ceny tabaku o 10%.
15 13| 51| 338 245.23%| 66,17%| 22523| 0,6617)
16 18| 57,0] 311] 279.75%| 68,88%| 2,7975| 0,888) 12000
17 15| 62,7 288 317.72%| 71,37%| 3,177 n,n?‘
18 16| 683 263| 359,50%| 73,66%| 3,5950| 0,7366| 1000,0
19 17| 758 243 a05.45%| 75,77%| 4,0525| 0,757
20 18| 832|223 255,59%| 77,71%| 45508| 07771 00,0
21 13| o3| 05| 511,59%| 79,25%| 51158| 0,7948) !l‘_
22 0] 1008] 188 57275%| 8L13%| 57275 o813 500,0 ——r
23 21 1110] 174 62002%| 8264%| 62002| 08264) —'I.‘_ i
22 22| 1221] 160] 714.05%| 8405%| 7,103 08405 4000
25 23| 1383] 147 795.43%| 8531%| 7.9543| 08531 .."-‘.l_ .’o//
% 28| 1477 13| 884.97%| 8548%| 88497| 0,858 2000
27 25| 1625| 122 983.47%| B87,56%| 9,8347| 0,8756| M
28 26| 1788| 1121091,82%| 88,56%| 10,9182| 0,8856| o0
29| 27| 1966] 105|1211,00%| 89,47%| 12,1100| 0,8947) o s » B 0 s 30 35 0
30 28| 2163] 97|1322,10%| 90,32%| 132210] 0,3032)
31 23| 237,3]  83148631%| 91,00%| 14,8631 o,ﬁ‘

Uloha 5. Aké rozmery ma mat vybeh pre kurence tvaru obdlznika, ak je
postaveny pri stene kurina (tiez tvaru obdlznika), a ak mame k dispozicii
10 metrov pletiva a ma mat ¢o najvacsiu rozlohu?

EX: RieSenie v Cabri geometria 2 Plus:

Uéitel za pomoci Studentov zostroji obdlznik - "kurin", potom si zvolia bod
"POHYBUJ" na strane obdlznika, ¢im vlastne ur¢ia jeden rozmer "vybehu",
napriklad . Potom zostroja "vybeh" podla danych podmienok. Studenti
mozu pod vedenim uéitela experimentovat: mozu si volit si rézne velkosti x,
v Cabri vypoéitaju velkost plochy "vybehu" a sleduju kedy nastane maxi-
mum. Ak si zvolia stistavu stiradnic v Cabri a vytvoria vztah - funkciu zévis-
losti plochy "vybehu" od z, zostroji sa prislusny graf kvadratickej funkcie.

Stopu zapni pre bod O a POHYBUJ BODOM !11! pletivo: 10  metrov

dizka= 4.48 cm
; x= sirka= 276 m
KURIN
rozloha = [12.36 cm'2

POHYBUJ _dvierka kurina

y=-2x2+10x
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3. Niektoré zaujimavé vysledky vyskumu

V tejto Casti uvadzame niektoré vysledky vyskumu. Ide o vyhodnotenie
Ankety, ktorou sme overovali hypotézy vyskumu. Dotaznik vyplnilo 37 stu-
dentov Stkromnej Obchodnej Akadémie Liberta, Borinské 23, Bratislava.

Ankety sa zucastnilo 16 chlapcov a 21 diev¢at. Ich vekové rozloZenie je
percentualne znazornené na obrazku:

- N
16r.

19r.
43%

17r.
22%

22%

Porovnanim koncoro¢nej znamky z matematiky v minulom Skolskom roku
(bez vyucovania s IKT) a tento rok (s vyuzitim IKT) zistujeme, Ze sa
vyrazne zvysil pocet jednotkirov a dvojkarov a znizil pocet trojkirov a
Stvorkarov. Samozrejme musime brat do avahy aj fakt, Zze za tato vyraznu
zmenu moze byt zodpovednd aj zmena osoby uditela, preto nase hypotézy
nepotvrdzujeme touto tabulkou.

. B
16 e
14 -
12 -
10 -
8 - M teraz
57 W vlani
g -
2
1} T T T T f
zn. 1 zn. 2 zn. 3 zn. 4 zn. 5

Na otazku: "Myslite si, ze graficka kalkulacka vam pomohla pri pochopeni
uc¢iva na matematike?" odpovedalo az 31% $tudentov 1. "urcite ano".



76

Lilla Korenova

1. Uréite ano 6% 14 31%
2. Skér ano o "
3. Skor nie =2
4. Urcite nie :2
5. Neviem us
29%
1Y ¥

Na otazku: "Myslite si, Ze graficka kalkulacka vam pomohla pri vypoctoch"
odpovedali $tudenti priblizne rovnako na vSetky moznosti. Z toho moézeme
usudzovat, Ze hlavny prinos grafickej kalkulacky nie je v ulah&eni manudl-
nych, rutinnych vypoctov.

1. Urcite 4no

2. Skér ano a

3. Skér nie o

4. Urcite nie :z

5. Neviem 5
20% 20% 20%

Zaujimavé st aj odpovede Studentov na otézku: "Vyznacte, pri ktorych
témach vam urcite grafickd kalkulacka pomohla (moéZete vyznacit aj viac
odpovedi)".

a.

=

/oo

R o o

—_— N e e

s B

Pocitanie s ¢islami, zlomkami

RieSenie rovnic

RieSenie stistavy rovnic

RieSenie nerovnic

Graf funkcie

Tabulka hodnot urcitej funkcie

Hladanie maxima a minima funkcie

Hl'adanie priesec¢nikov funkcie s x-ovou a y-ovou osou
Tabulka hodnét postupnosti (aritmetickej, geometrickej)
Graf postupnosti

Limita postupnosti

Konstrukcia geometrickych ttvarov

Statistické vypoclty

Iné: ...
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m. Statistické vypoéty
I3 Konstrukcia geometrickych dtvarov
k.  Limita postupnosti
i Graf postupnosti
i Tabufka hodnét postu ti (arit

h.  Hfadanie prieseénikov funkcie s x-ovou a y-... “

g.  Hladanie maxima a minima funkcie

f. Tabulka hodnét urcitej funkcie

e.  Graf funkcie

d. RieSenie nerovnic

——
c.  Rie3enie sustavy rovnic m
————

b.  RieSenie rovnic

a. Pocéitanie s ¢islami, zlomkami

0 5 10 15 20 25 30
L »,

Ako vidime z grafu, najviac pomohla grafickd kalkulacka pri zostrojovani
grafov funkcii a rieSeni rovnic.

Na otazku: "Myslite si, Zze by ste vedeli
graficka kalkulacku vyuzit aj v real-

nom Zivote (mimo Skoly)?" odpovedalo Urdite nie

najviac Studentov "skor nie", z ¢oho Skor nie

usudzujeme, Zze Studenti nepovazovali sf‘_a' ‘f""

ulohy rieSené na hodinédch matematiky Ureite ano

pomocou grafickej kalkulacky za "real- 0 - o 15
life" ulohy, teda také, s ktorymi by sa y

mohli stretnit v readlnom Zivote.

Otéazkou "Myslite si, ze vyucovanie matematiky je s grafickou kalkulackou
zaujimavejSie?" sme zistovali, ¢i sa motivacia Studentov k matematike zvysi
pouzivanim grafickej kalkulacky. Tu jednoznacne sme dostali kladnti odpoved.

1. Urcite ano " 7% A
2. Skor ano 29% R m:
3. Skor nie w2
4. Uréite nie -
5. Neviem —-
H5

64%
—

Posledna otazka ohladom grafickej kalkulacky znela: "Myslite si, Ze na
hodinach matematiky ste sa pomocou grafickej kalkulacky naucili viac uzi-
to¢nych vedomosti ako by ste sa naucili bez nej?"
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1. Urcite ano A
2. Skor dno “s% prad 42%.1
3. Skor nie ma
4. Urc¢ite nie u3
5. Neviem =
us5
“ J

Ako vidno z grafu, az 42% Studentov s urc¢itostou tvrdi, Ze sa pomocou
grafickej kalkulacky naucili viac vedomosti.

Na otazku: "Myslite si, ze GeoGebra vam pomohla pri pochopeni uéiva na
matematike?" az 43% odpovedalo urcite ano!

1. Urcite ano 6%

2. Skor ano 31 ° 43 ..

3. Skor nie o ma

4. Urcite nie m3

5. Neviem :4
5

()
\ %o y
4. Zaver

Ciele nasho vyskumu sa nam podarilo potvrdit. Studenti st vdaka pouzi-
vaniu pocitacov a e-learningovej podpory vyucby lepSie motivovani a javia
vacsi zaujem o matematiku. Vhodnou aplikiciou digitalnych technologii
(grafickych kalkulaciek a softvérov dynamickej geometrie) vo vyu¢ovani ma-
tematiky sa zlepsili postoje studentov k vyuCovaniu matematiky. Ziskané e-
materidly planujeme doplnit, systematizovat a materidlne prostredie doplnit
o interaktivnu tabulu. Podobny vyskum chceme zrealizovat v buducnosti
aj na gymnéziu.
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Abstract. The mathematical base of our examples comes from the book Calculus
of Variations written by Lavrent’ev and Lyusternik. We can read here about the
J-hyperbolas. As well-known, we proceed at the normal definition of the hyperbola
from given two points. In complete analogy now two lines are given. These two
lines take the role from the two points. In this presentation different cases (in
respect of signs) are discussed with the help of computers. Finally it turns out
that eight rays occur. So a mistake, an incompleteness in the mentioned book was
discovered. At the end of the lecture a new problem is posed. What about the
case that the two points both are circles or one point is a circle and the other is a
line?

J-hyperbolas

We will mention the J-conic sections in detail according to Lavrent’ev and
Lyusternik. For knowing of the J-hyperbolas in the general case we have
to give the curves and of the plane.

Consider such extremal curves I'y and I'y from the P points of the plane,
which intersect I'; and I's at right angles. Denote by J(I'1) and J(I'2) the
lengths of the curves between the pairs (P;T'1) and (P;T'3). Then the set
of points P for those the difference J(I'1) — J(I'2) is constant is called a
J-hyperbola.

(The authors of the book did not use the signs of absolute values in con-
nection with J-hyperbolas.)

J-hyperbolas of two lines

In an example of the book Calculus of Variations the authors define a plane
curve which is passing through a given point A of the plane. At this time
let I'; and I'y be two lines.

If we draw two lines perpendicular to I'y and I'y from different points P of
this curve then for the points of intersection 7"P and T” P - that is for the
distances of the points and lines - the
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(1) PT'P—-PT"P=AT'A— AT"A = 2a
equality must be true. (For the writing down of the previous equality we

use that J(I'y) = PT'P and J(I'y) = PT"P.)

The solution, according to the Soviet authors, is a line passing through
the A. We denote this line by e on the figure 1.

Two hypotheses

We accept this solution as the 1st hypothesis and then we tried to check the
idea of the book.

We did not use (1) for the starting of the examination. We considered the
fact that in the school definition of hyperbolas there are signs of absolute
values. Therefore we studied that more general case, which includes the
solution of the above-mentioned book. So our equality was

(2) |PT'P—PT"P|=|AT'A— AT"A| = 2a

We found that the solutions of (2) are two rays of the line e, which start
from I'y and I's.

So the curve which satisfies (1) can not be the whole line. We had to modify
further the 1st hypothesis. The solution is two rays of e according to the

2nd hypothesis.
| 2a |

|

Te,

A

I

T
o o Q)

L N

Figure 1. The J-hyperbola belonging to two lines
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Comments

We took the I'}, which is parallel to I'; for the examination. (It was the
first step of suggestion for problem-solving.)

The points of the J-hyperbola are at an equal distance from I} and T'y
because of the construction of I'}. In this way the points of the J-hyperbola
lie on the bisector of I} and T's.

For the details we examined closely this problem. The points of that ray
which starts from Gy give the bisector of the angle T PT}, so because of
PT},, = PT}, the next equality is true:

PT} — PT} = PTp — PTp, = 2a.

Similarly, we can get the PTp — PT}, = 2a equality, if the points P are
on the other ray of e. Consider those points P of e, which can be found
between the two rays. These points don’t belong to our solution, because
for these P, as we can see it easily, the next equality is true:

PT} + PT} = 2a.

(We were inspired to initiate a new set of points by this new result later.)

It is easy to see that another point @) of the plane doesn’t belong to the set of
points of the J-hyperbola. By using the |QT},—QT(| = |QT} +2a—QT)| =
2a equality we get that Q17 = QT{). So Q is in the normal bisector of the
THT,,, which is parallel to the normal bisector of TpT:,. Because of this
fact, the point @ is not an element of the set of the J-hyperbola.

A special case

In that case when I'y is parallel to I's, the solution is a line, passing through
the A and parallel to the others.

We could see that the process of problem-solving showed some kind of mis-
take. Since our results, which was taken with geometrical consideration,
disagree with the solution of the book, we applied for computers. Because
we should have liked to try a new learning method, therefore we turn to a
software which run according to Computer Algebraic System.

A concrete example

We chose a simple example for checking. The I'y : ¢ =0, 'y : y = z and
A(4;2) simple data lead equations of rays. We know that for point P(z;y)

the equalities J(I'1) = |z| and J(I'y) = ‘:1:_\;; hold.
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It is easy to calculate that the distance of A and I'; is 4, the distance of A
and Ty is v/2. By using these equalities and data we get that

=442

Ty
V2
First we make the decomposition of the absolute value in checking with the

software.
We thought to get 8 sets of points because of the number of the signs of
absolute values. And really we have got the next equations.

— ||

Results of the concrete example

I x=-V2y+6+2V2—y ha y<2(\?}_++\/?
II. 2=—V2y—6—-2V2 -y ha yg—ﬂ%ﬁ
I 2 =v2y+10-6V2 —y ha y>—%
IV. 2 =V2y—104+6vV2—y ha yz%
V.z=v2y+10-6v2—y ha y<%
VI 2=—V2y+6+2v2-y ha y>2(\3/_%+\/_12)
VI[.x:\/ﬁy—10+6\/__y ha y<%\_/§5)
VIIL 2= -2y —6—2v2—y hay>2(%4f)

So we reached the 3rd hypothesis which means eight rays. We can see the
graphs of these eight rays in the next picture.
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Figure 2. The drawing of J-hyperbola according to the computer
Discussion of the results

Now we see that every ray is parallel to the bisectors of I'y and I's, so the
(2) equality is true for all of them.

But among of these eight rays, there exists only two which lie on the line e
passing through the A.

(¢/, which is parallel to e, is an image of e reflected about the point of
intersection of I'; and T'g, so (2) holds for €’ too because of the distance-
preserving. But neither of the two rays of ¢’ contain point A. The f set of
points, which consists of two rays, is an element of another bisector of I'}
and I'}. Since all points of this bisector are equidistant from the arms of the
angle, so (2) holds for f too. f’ - similar to €’ - is the image of f reflected
about point O. Neither f nor f’ contains point A.)

The J-ellipses

The detailed examination of the $rd hypothesis showed that the role of the
bisectors are how important in this example. Thus we understood that the
3rd hypothesis was not a wrong way. It could help us to differentiate our
knowledge further. The 2nd hypothesis gives the result after all.

We can examine that set of points which we call J-ellipse, in a similar way.
The points of J-ellipse satisfy the
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PT} + PT) = AT!, + AT! = 2a

equality. The figure of this set of points is the segment G1Gs, as we see
below. It is easy to see that this segment lies on the bisector of I'} and TI'.
(We made mention of this fact in connection with figure 1.)

I i

G
/ 2al

Figure 3. The J-ellipse belonging to two lines

The analysis of the J-ellipse

The J-ellipse is on the bisector of the T} GT",, since T", AGy and T} AG+
are congruent triangles. So if P is a point of the segment, then the next
equality is true:

PT}+ PT) = PTh + PT}, = 2a

If 'y is parallel to I'y, then the solution - instead of the segment G1Gs - is
a line which passing through A and parallel to I'y and I's.

With the help of the previously given 'y, I's and A, we got the next equation:



On J-conic sections 87

Preparing a computer drawing of the J-ellipse

r—y

V2

=442

\+\x|

The computer draws on the basis of this equation that figure which can see
on Figure 4. The drawing of the computer little bit differs what we have got
from our analysis. (We can see on this figure bisectors of I} and I'y, which
are between I'; and I’} and the images of theirs reflected about the point of
intersection of I'y and I's. But among of these segments, only the e passing
through the A.) This example shows the fact that the use of computers is
not the aim, but only an instrument of the teaching.
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Figure 4. The drawing of J-ellipse according to the computer

Another examples

Then we could discussed those cases, when both curves are circles or I'y is
a circle and I'g is a line.
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So we got another J-hyperbolas, J-ellipses and J-parabolas.

Now we will show another example for this case.

- t+E

E lax

Figure 5. The drawing of J-ellipse according to the computer
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Abstract. The subject of this paper concerns the deliberation on the use of school
mathematical knowledge by pupils in the process of solving maths problems. The
deliberation has been conducted on the notion of even parity. This paper shows,
among other things, results of research on the knowledge and skills that pupils
posses, as well as their intuition concerning the discussed notion.

Wstep

Przedmiotem pracy sg rozwazania dotyczace wykorzystywania przez uczniéow,
W procesie rozwiazywania zadan, szkolnej wiedzy matematycznej. Rozwaza-
nia prowadzone sa na przykladzie pojecia parzystosci. W pracy przedstaw-
iono m.in. wyniki badan na temat posiadanych przez uczniéw wiadomosci
i umiejetnodci oraz intuicji dotyczacych omawianego pojecia.

Zauwazmy, ze w wielu sytuacjach zyciowych odwolujemy sie do pojecia
parzystosci. Czesto uzywany zwrotéow ,do pary” i ,nie do pary”. Jedna
z pierwszych sytuacji, gdzie dzieci spotykaja sie z liczbami parzystymi i
nieparzystymi jest przedszkole badZ szkota. Dzieci ustawiaja sie w pary
idac na spacer badz wycieczke. Wtedy sa dwie mozliwosci albo wszystkie
dzieci beda mie¢ pare, albo jedno dziecko pozostanie samo. W codziennym,
dorostym zyciu mamy réwniez do czynienia z liczbami parzystymi. Przykta-
dem moga by¢ numery budynkéw w miastach (numery domoéw o tej samej
parzystosci znajduja sie po tej samej stronie ulicy).

Warto tu wspomnieé, ze O. Becker badajac teksty zrodtowe stwierdzit,
ze teoria parzystosci i nieparzystosci zostata stworzona przez wczesnych
Pitagorejczykow w VI-V w. p.n.e. 1 byla zalgzkiem, jak bysmy powiedziels
dzis, arytmetyki liczb naturalnych. ... Uzywajgc nazwy liczba” Pitagore-
Jezycy nadawali jej znaczenie rozne od dzisiejszego. Mieli na mysli tylko
liczby naturalne i to bez jednosci. . .
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o Jednosc jest tym, dzieki czemu kazda z rzeczy moze bys wwazana za
jedynag (Elementy, ks. VII, okr. 1);

e Liczba jest mnogosciq zbudowang z jednosci (Elementy, ks. VII, okr. 2);

e Liczba parzysta to taka, ktorg mozna podzieli¢ na dwie rowne cze$ci
(Elementy, ks. VII, okr. 6);

o Liczba nieparzysta to taka, ktora nie moze byé podzielona na dwie
rowne czeSci, 16zni sie o jednosé od liczby parzystej (Elementy, ks.

VII, okr. 7) (zob. [1]).

We wspotczesnej matematyce pojecia liczby parzystej i nieparzystej defi-
niuje sie za pomoca pojecia podzielnosci. W stownikach szkolnych podawane
sa r6zne okreslenia tych liczby, przy czym czedé z nich zawiera zapisy sym-
boliczne. Jednocze$nie wszystkie one okreslaja liczbe parzysta jako liczbe
catkowita podzielng przez 2, zas liczbe nieparzysta jako liczbe catkowita,
ktora przy dzieleniu przez 2 daje reszte 1 (zob. [5], [6], [7]).

W cyklu nauczania matematyki, w szkole podstawowej, méwi sie o
cechach podzielnodci liczb, co zwiazane jest z parzystoscia. Uczniowie poz-
naja cechy podzielnosci m.in. przez liczbe 2. Liczba podzielna przez 2 to
taka liczba, ktora w rzedzie jednosci ma cyfre: 0, 2, 4, 6, 8 (zob. np. [8]).
Uczniowie powinni (bez wykonywania dziatari) rozpoznaé liczby podzielne
m.in. przez 2 oraz wyjasni¢ ceche podzielnosci przez 2, a takze powinni
réwniez umieé¢ zastosowaé cechy podzielnosci do rozwiazywania zadan tek-
stowych. Warto tu podkresli¢, ze uczniowie w toku nauki szkolnej dowiaduje
sie takze, ze liczby podzielne przez 2 nazywamy liczbami parzystymi. Liczby
naturalne, ktore nie sqg podzielne przez 2, nazywamy liczbami nieparzystyms
(por. [8]).

Jak wspomniano wczes$niej, programy nauczania matematyki w szkole
podstawowej zawieraja informacje, iz uczen powinien umieé zastosowaé cechy
podzielnosci liczb do rozwiazywania zadan. W zalozeniu maja to by¢ w
wickszosci zadania éwiczenia i zadania proste zastosowania teorii (zob. [9])
bezposrednio odwolujace sie do poznanych przez uczniéw cech podziel-
nosci. W prowadzonych i opisanych dalej badaniach wykorzystano zadania,
ktorych rozwigzania odwotuja sie do umiejetnosci skorzystania z pojecia
parzystosci. Uzyte zadania sa w pewnym sensie nietypowe, czes¢ z nich
jest otwarta ze wzgledu na metode rozwigzania. Drugg istotng cecha czesci
zadan jest to, iz nie sa one standardowymi zadaniami, z ktérymi spotykaja
sie uczniowie codziennie. Mozna wiec powiedzie¢, ze zadania te znajduja
sie na pograniczu zadan prostych zastosowan teorii i zadarn-problemow.
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1. Omoéwienie badan

Badania, ktorych fragment omoéwiono w pracy, zostaly przeprowadzone w
grudniu 2009 r., w gimnazjum w Proszowicach, w klasach pierwszych oraz
trzeciej. W badaniach, w ktorych uczestniczyto 20 oséb z klasy trzeciej gim-
nazjum oraz 46 o0sob z klasy pierwszej, wykorzystano kwestionariusz sktada-
jacy sie z 8 zadan i pytann. Uczniowie pracowali nad zadaniami i pytaniami
kwestionariusza przez 45 minut. Metode badan stanowita analiza pisemnych
rozwigzan zadan podanych przez gimnazjalistow. Gloéwnym celem badan
byto okreslenie zakresu wiedzy i umiejetnosci szkolnych wykorzystywanych
przez ucznidw w procesie rozwigzywania zadan kwestionariusza badari. W
szczegbdlnosci zwracano uwage na postugiwanie sie przez ucznidéw pojeciem
parzystosci. Podjeto tez m. in. probe okreslenia sposobéw rozumienia przez
uczniéw pojecia liczby parzystej i liczby nieparzystej, a takze probe zdiagno-
zowania wiadomosci i umiejetnosci uczniéw odnoszacych sie do omawianych
poje¢. Oto zadania kwestionariusza badan.

Zadanie 1

Podaj po 3 przykiady:
a) liczb parzystych;

b) liczb nieparzystych.

Zadanie 2
Wikaz, ktore z liczb -12, -5, -4, -1, 0, 7 , % 43 11,22, 100001 sa;

a) parzyste;
b) nieparzyste.

Zadanie 3
a) Co to znaczy, ze liczba jest liczba parzysta?
b) Co to znaczy, ze liczba jest liczba nieparzysta?

Zadanie 4

Czy ponizsze zdania sg prawdziwe? Odpowiedz TAK lub NIE. Swoja odpo-
wiedz UZASADNIJ.

a) Suma dwoch liczb parzystych jest liczba parzysta;

b) Suma dwoch liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta;

¢) Suma liczby parzystej i nieparzystej jest liczba parzysta;

d) Roznica dwoch liczb parzystych jest liczba parzysta;

e) Roznica liczby nieparzystej i liczby parzystej jest liczba nieparzysta.

Zadanie 5

Piotr kupit w sklepie papierniczym, w ktérym wszystkie ceny sa liczbami
naturalnymi, 6 zeszytéw, dwa bloki rysunkowe, dlugopis za 4 zt i pewna
liczbe otowkdéw po 2 zt. Sprzedajacy wystawil mu rachunek za te towary
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na sume 21 zl. Piotr stwierdzil, Zze sprzedawca sie pomylil. Wyjasnij, czy
Piotr mial racje. Swoja odpowiedz UZASADNIJ.

Zadanie 6

Czy kasjer moze wydac:

a) 20 zt piecioma monetami o wartosci 1 zt i 5 zt? UZASADNIJ odpowiedz;
b) 70 zt siedemnastoma monetami o wartosci 1 zt i 5 z? UZASADNIJ
odpowiedz.

Zadanie 7

Dane sg liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Na tych liczbach wykonujemy ,oper-
acje” polegajaca na dodawaniu do dwoéch dowolnych sposréd nich liczby
1. Na nowoutworzonych szesciu liczbach powtarzamy wielokrotnie oper-
acje opisang wyzej. Czy przy tej procedurze uzyskamy szes¢ takich samych
liczb? OdpowiedZz UZASADNIJ.

Zadanie 8
Czy mozna tablice o wymiarach 5 x 5 wypetni¢ kostkami domina o wymi-
arach 2 x 17 OdpowiedZz UZASADNIJ.

Zadania zawarte w kwestionariuszu badari zostaly dobrane zgodnie z
zasada stopniowania trudnoéci. Te znajdujace sie na poczatku odwoluja
sie bezposrednio do definicji liczby parzystej i nieparzystej (podanie wlas-
nych przyktadéw liczb parzystych oraz nieparzystych; wskazanie w zbiorze
liczbowym liczb parzystych oraz nieparzystych). Zadanie 3 dotyczy po-
dania okreglenia liczby parzystej oraz nieparzystej. W zadaniu 4 zawarto
stwierdzenia matematyczne dotyczace cech parzystosci, ktérych prawdzi-
wosci nalezy ocenié, przypisujac zdaniom logicznym wartosci prawdy badz
fatszu. Nalezy tu takze skonstruowaé¢ odpowiedni kontrprzyktad, badz uza-
sadni¢ prawdziwosé¢ zdania w przypadku ogélnym. Kwestionariusz badan
zamykaja cztery zadania tekstowe, ktére mozna uznaé¢ za niestandardowe.
Zadanie 5 na pozor nie zawiera wystarczajacych danych do jego rozwiazania.
W tresci zadania nie podano informacji dotyczacych ceny zeszytu, bloku ry-
sunkowego oraz liczby zakupionych otéwkéw. Istota rozwigzania polega na
poczynieniu obserwacji, iz suma pewnej liczby parzystych sktadnikéow jest
parzysta. W zadaniu 6 nalezalo zauwazy¢, iz nie jest mozliwym roztozenie
liczb parzystych (20 i 70) na nieparzysta liczbe (odpowiednio 5 i 17) sktad-
nikow, ktore sa liczbami nieparzystymi (1 oraz 5). W zadaniu 7 zostala
opisana nieskoriczona procedura polegajaca na dodawaniu do dwoéch dowol-
nych wyrazéow (szesciowyrazowago ciagu) liczby 1. W rozwigzaniu zada-
nia nalezalo zauwazy¢, ze w kazdym kroku nieskoriczonej procedury suma
wszystkich wyrazéow ciagu jest liczbag nieparzysta. Zatem nie jest mozli-
wym uzyskanie ciagu stalego (suma elementéw tego ciagu bytaby liczba
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parzysta). W zadaniu 8 odpowiedZ na pytanie sformulowane w tresci zada-
nia jest negatywna bowiem pole tablicy 5 x 5 jest liczba nieparzysta, a
pole domina o wymiarach 1 x 2 jest liczba parzysta. Analizujac uczniowskie
rozwiazania zadan 5-8 mozna wiec wnioskowaé, czy uczniowie potrafia wyko-
rzysta¢ w procesie rozwiazywania zadan ,wlasnosci” parzystodci, takie jak:

e parzysto$¢ (nieparzysto$é) sumy pewnej naturalnej liczby parzystych
(nieparzystych) sktadnikow (zadania 5 oraz 6);
e parzystos$¢ sumy (zadanie 7);

e rozklad na pary (zadanie 8).

W dalszej czesci artykulu nie bede szczegdélowo omawiaé wszystkich
rozwigzan zadan zaprezentowanych przez uczniéow, podam tylko kilka re-
fleksji dotyczacych rozwiazan zadani 5 oraz 6, a takze sformutuje wybrane
wnioski powstale na bazie analizy calego zebranego materiatu badawczego.

2. Uwagi do rozwigzan zadania 5

Wiekszosé badanych (55% uczniow) przedstawito bledne rozwiazania zada-
nia 5 a bardzo wiele 0s6b (32% uczniow) nie podjelo sie pracy nad zadaniem.
Prawidlowsa odpowiedz bez uzasadnienia przedstawilo 9% badanych. Ucz-
niowie pisali np. Piotr zostat oszukany, sprzedawca sie pomylit. Pozostate
4% o0s6b przedstawito prawidlowe rozumowanie — wskazujace na to, iz rachu-
nek powinien byé¢ wystawiony na kwote bedaca liczba parzysta. Przy czym
tylko jedna osoba zinterpretowala swoje obliczenia poprawnie i stwierdz-
ita, ze sprzedawca sie pomylil. Wynika stad, iz badani mieli duze ktopoty z
prawidtowym rozwiazaniem zadania. Uczniowie nie byli tu bowiem w stanie
podaé¢ doktadnego kosztu zakupdéw. W szedciu rozwigzaniach pojawita sie
informacja, iz zadania nie da sie rozwiazaé¢ (brakuje danych do rozwigzania
zadania).

Ponizej podaje rozwiazanie zadania, w ktéorym prowadzono poprawne
rozumowanie.
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Rysunek 1.
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Badany analizowal koszt zakupu poszczegolnych produktéow (albo grup
produktow) i na bazie obserwacji, iz liczby te sa parzyste wyciagnat wniosek:
sprzedawca oszukat Piotra.

Pozostali badani pracujacy nad zadaniem poszukiwali w zbiorze umys-
towych narzedzi wykonawczych odpowiedniej dla zadania metody rozwiaza-
nia. Bledne rozwigzania uczniéw mozna zaliczy¢ do 3 zasadniczych grup.

Do pierwszej z nich naleza te, w ktorych prébowano niejako ,na site”
wyznaczy¢ caltkowity koszt zakupdéw. Oto przyktad jednego z 9 takich
rozwiazan.
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Rysunek 2.

W analizowanym rozwigzaniu od catkowitej kwoty 21 zl odjeto 4 zi
tj. kwote, jaka zaplacono za dlugopis. Nastepnie obliczono cene dwdch
blokéw rysunkowych przyjmujac, ze jeden blok kosztuje 3 zt (w rozwiazaniu
zapisano to jako 2 z}-3, nie zas — jak powinno by¢ — 2 - 3 zt). Kolejno od 17
z} odjeto koszt zakupu blokéw rysunkowych. Wynik 11 zt podzielono przez
8. Liczbe, jaka otrzymano pomnozono przez liczbe zeszytow (przez 6) oraz
cene otowka, tj. przez 2 zl. Z obliczen przeprowadzonych przez badanego
wynika, ze catkowity koszt zakupu produktéw wynosit 20,4 zt. Konczac
swoje rozwazania badany stwierdzil, ze sprzedawca sie pomylit.

Do drugiej grupy zaliczono 2 rozwiazania, w ktorych tres¢ zadania (a
w szczegolnosci dane w nim zawarte) uzupeliono danymi pochodzacymi
z otaczajacej nas rzeczywistosci. Mam tu na mysli ustalenie (na bazie
wlasnych zyciowych doswiadczenl) ceny zeszytu oraz bloku rysunkowego.
Uczniowie, ktérych rozwiazania zaliczono do omawianej grupy, w dalszej
czedci pracy nad zadaniem zapisywali wyrazenie arytmetyczne np. 6 -1,
54+2-441-4+x-2 =21+ 2z, w ktorym przez x oznaczyli liczbe zaku-
pionych otéwkow. Nastepnie zauwazali, iz kwoty jakie otrzymali (21 4+ 2x
oraz 27 + 2x) sa wieksze od 21 wiec sprzedawca z pewnoscia sie pomylil.
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Mozna przypuszczaé, iz uczniowie, ktoérych rozwiazania zaliczono do
omawianej grupy potraktowali zadanie jak ,historyjke z zycia wzieta” (ktorej
prawdziwo$¢ nalezy zweryfikowac¢). Dane zawarte w tresci zadania uzu-
pelnili o potrzebne, ich zdaniem, informacje (zaczerpniete z realnego $wiata).
Dane te uwazali za niezbedne do udzielenia odpowiedzi na pytanie sfor-
mutowane w zadaniu.

Trzecia grupa rozwiazan jest najliczniejsza, nalezy do niej 25 rozwiazan,
w ktérych uczniowie przyjmuja, iz kwota jaks Piotr zaptacit w sklepie za
zakupy wynosi 21 zlotych. Badani uktadaja nastepnie réwnanie w celu
wyznaczenia liczby zakupionych otéwkoéw. Uczniowie przyjmuja przy tym,
ze cena jednego zeszytu oraz bloku to 1 zt i ukladaja w wiekszosci (poza
jedna osoba) réwnanie postaci 6 + 2 + 4 + - 2 = 21. Otrzymuja stad, iz
x =4,5. Warto tu podkresli¢, iz zaden z badanych nie mial chwili refleksji
nad sensownoscia otrzymanego rozwiazania (wskazujacego, iz zakupiono 4,5
olowka).

Jedna uczennica przedstawitla rozumowanie podobne do oméwionego
wyzej. Oto to rozumowanie.
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Rysunek 3.

Uczennica préobujac wyznaczy¢ zakupiona liczbe oléwkoéw wypisata dane,
a nastepnie utozyta rownanie ilustrujace zaleznos¢ miedzy kwota wydang na
zakupy (21 z1) a cenami i liczba kupionych produktéw. Z obliczeri uczennicy
wynika, ze kupiono dwa oléwki. Zauwazmy, ze uczennica przyjela, iz cena
bloku rysunkowego oraz zeszytu wynosi 1 zt. Jednoczesnie po lewej stronie
réwnania w sumie pojawita sie liczba 1. Przyczyny bledu mozna, moim
zdaniem, upatrywaé¢ w wypisaniu i dalszym manipulowaniu, bez glebszej
refleksji, zapisanymi danymi liczbowymi.

Badani, ktérych rozwiazania naleza do grupy 3 jako niewiadoma po-
traktowali liczbe zakupionych otéwkéw. Zauwazmy, ze sam sposdb sfor-
mulowania zadania niejako narzucit uczniom metode rozwiazania. W tresci



96 Joanna Major

zadania pojawia sie sformutowanie ,,...pewna liczbe otéwkdéw ...”7 co moze

sugerowaé, iz ta wielko$¢ jest poszukiwana. Badani ukltadali wiec réwnanie
z jedna niewiadoma. Mozna przypuszczaé, iz na taka droge rozwiazania
naprowadzita ich préba dopasowania do zadania ktérejsS z poznanych w
szkole procedur rozwiazania zadan tekstowych.

Na koniec warto rowniez podkredlié, iz przewazajaca czes¢ uczniow biorg-
cych udziat w badaniach skupiata sie na wypisaniu danych, nie za$ na
poszukiwaniu zwigzkéw miedzy danymi, a pytaniem sformutowanym w tresci
zadania. Uczniowie wypisujac dane czesto zatracali sens zadania. Wyp-
isanie danych liczbowych prowokowato uczniéw do czestego, przypadkowego
manipulowania zapisanymi liczbami. Zapisanie danych kierowalo uczniow
na droge formalnego, algebraicznego sposobu rozwiazania. Wyrazem tego
byto ukladanie réwnan badz wykonywanie przeksztalcen algebraicznych.
Takie metody rozwiazania zadania mozna traktowaé jako préby dopasowa-
nia zadania do okreslonej, poznanej metody rozwiazywania zadan. Uczniowie
prébowali rozpoznaé¢ typ zadania”, a nastepnie przywotywali z pamieci
wladciwg procedure postepowania, a gdy to zawodzito cze$é z nich uruchami-
ala  strategie zastepcze”’ (np. dodawanie wszystkich liczb wystepujacych
w tresci zadania).

3. Uwagi do rozwiagzan zadania 6

Analizujac rozwiazania zadania 6 mozna stwierdzi¢, ze 7 osob (okolo 5%
badanych) w czesci a) zadania oraz 6 0osob (okoto 4% badanych) w czesci b)
podalo poprawne, pelne rozwigzanie. Rozwigzania btedne przedstawito 3%
uczniow w czesci a) zadania oraz 8% badanych w czesci b). Jednoczesnie
trzech uczniow (2% badanych) nie podjeto sie rozwiazania czesci a) zadania,
dla czesci b) uczniow takich byto dziesieciu (7% badanych). Pozostale osoby
podawaty odpowiedzi bez pelnego uzasadnienia.

Analizujac rozwiagzania nalezy stwierdzi¢, ze tylko jedna z os6b pracuja-
cych nad czescia a) zadania postuzyta sie wlasnoscia parzystosci do rozwiaza-
nia zadania. Osoba ta napisata: kasjer nie moze wydaé kwoty 20 2t piecioma
monetami o wartosci 1 zt 1 5 2t, poniewaz liczby te sq nieparzyste, a liczba 20
jest liczbg parzystq. Jednoczes$nie badany nie rozwiazal czesci b) zadania co
moze sugerowaé, iz nie zauwazyt on wspdlnej struktury obu czesci zadania.
Pozostali badani, ktorzy przedstawili poprawne rozumowanie, poszukiwali
stosownego rozkladu. Pokazali, iz kwoty (o ktorej mowa w tresci zadania)
utworzy¢ sie nie da, bowiem uzyskane kwoty sa ,za duze” badz ,za male”.
Oto przyktad takiego rozumowania.
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Rysunek 4.

Warto w tym miejscu wspomnieé, iz wsroéd rozwigzan znalazto sie réwniez
5 takich, w ktérych uczniowie oszacowali podanag kwote tylko ,z jednej
strony” tzn. stworzyli albo kwote wieksza, albo mniejszg od podanej. Nalezy
tez wspomnieé o sporej grupie 6 rozwiazan podobnych do ponizej prezen-
towanego, w ktérych pominieto jeden z istotnych warunkéw zadania.
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Badany, ktérego rozwiazanie zaprezentowano wyzej uzyskal stosowne
kwoty (20 i 70 ztotych) bez zachowania warunku dotyczacego liczby monet.

Warto tu zauwazy¢, ze spora czes¢ badanych uczniéw nie byta w stanie
przenie$¢ wypracowanej metody rozwiazania zadania 6a) na zadanie analog-
iczne do danego z ,duzymi liczbami” (zadanie 6b)) chociaz struktura obu
zadan byla identyczna. Mozna przypuszczaé, iz czeSé ucznidw nie widzi
zwigzku miedzy tymi zadaniami i nie podejmuje prob rozwiazania tego, w
ktéorym wystepuja ,,duze liczby”. Prawdopodobng przyczyna podejmowa-
nia sie przez uczniéw rozwiazania tylko pierwszej czesci zadania jest wypra-
cowanie przez nich strategii poszukiwania na chybil trafit odpowiedniego
rozktadu, ktora to strategia jest trudna w realizacji w przypadku duzych
liczb.

Mozna tu sformulowaé¢ hipoteze, iz na rozwiazanie (z powodzeniem)
zadania ma ogromny wplyw nie tylko sama tres¢ zadania (struktura zada-
nia), co dane liczbowe. Rozwiazanie zadania z ,duzymi liczbami” jest dla
badanych trudne, a dla niektérych wrecz staje sie niemozliwe.

4. Wnioski z prowadzonych badan
Przeprowadzone badania ukazuja, iz wiekszo$¢ uczniéw gimnazjum posiada

wiadomosci i umiejetnodci w zakresie:

e wskazywania wéréd danych liczb, liczb parzystych i nieparzystych,

e podawania wtasnych przykladéw liczb parzystych i nieparzystych,

okreslania wartosci logicznej zdan dotyczacych wlasnosci liczb parzys-
tych i nieparzystych,

konstruowania kontrprzykladéw dla zdan o falszywej wartosci log-
icznej.

Jednoczesnie spora grupa badanych oséb przedstawia rozwiazania wskazu-
jace na rozumienie zbioréw liczb parzystych i liczb nieparzystych jako dwoch
roztacznych wzajemnie dopelniajacych sie do zbioru liczb rzeczywistych.
To jest, jak mozna przypuszczaé, zwigzane z pierwszymi do$wiadczeniami
ucznidw w postugiwaniu sie liczbami naturalnymi. Mozna przypuszczaé, iz
stopniowe rozszerzanie zakresu liczbowego nie skorygowalo btednych prze-
konan uczniéw.

Przeprowadzone badania wskazuja na trudnosci uczniéw w zakresie:

e Formutowania opisu definicyjnego liczby parzystej i liczby nieparzys-
tej;
W przeprowadzonych badaniach ujawnily sie ponizsze sposoby rozu-
mienia liczby parzystej, ktore stanowia baze intuicyjno-skojarzeniows
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elementu obrazu pojecia liczby parzystej (zob. Major, 2006). Liczba
parzysta to:

— liczba podzielna przez 2,
— liczba, ktéra ma 0, 2, 4, 6, 8 jednosci,
— liczba ,co druga od zera”,

— liczba, ktora jesli zostanie scharakteryzowany dany obiekt, to
poszczegolne elementy (czesci obiektu) dadza sie ustawi¢ w pary.

Do bazy intuicyjno-skojarzeniowej pojecia liczby nieparzystej naleza:

— liczba niepodzielna przez 2 (istotny jest tu brak zalozenia, o tym
iz liczba musi by¢ catkowita),

— liczba ,co druga od 17,
— liczba, ktéra ma 1, 3, 5, 7, 9 jednosci.

e Zauwazania’ zwiazku tredci zadania z parzystoscia i zastosowania
wlasnosci pojecia do rozwiazywania zadan tekstowych;

e Uzasadniania prawdziwosci zdania w ogdlnym przypadku (dowodzenie
twierdzer).

Nalezy takze zwroci¢ uwage na trudnosci uczniéw zwiazane z dostrze-
ganiem wspolnej struktury niektoérych zadari kwestionariusza, a w tym z
wykorzystaniem wczesniej uzyskanych wynikéw do rozwigzywania kolejnych
zadan tekstowych.

Na koniec warto zauwazyé¢, ze wyniki badan wskazuja, iz uczniowie
radzg sobie dobrze z rozwiazaniem typowych zadan szkolnych i wykazuja sie
bezradnoscia w sytuacjach nietypowych. Wyniki badai koresponduja wiec
np. z badaniami PISA dotyczacymi polskich pietnastolatkow (por. [1]).
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Abstract. In his article it is presented how one can make use of the notion of
calculus of probability such as expected value, variance, standard deviation, semi-
variance and semi-standard deviation in order to make the optimal decision as to
the choice of a gambling game.

Wstep

Praktycznie kazdej dzialalnosci ludzkiej towarzyszy proces podejmowania
decyzji. W kazdym procesie decyzyjnym mozna wyrdznié¢ kilka kolejnych
faz. W literaturze najczedciej wymienia sie nastepujace fazy:

identyfikacja sytuacji decyzyjnej,

sformutowanie problemu decyzyjnego,

zbudowanie modelu decyzyjnego,

wyznaczenie decyzji dopuszczalnych i decyzji optymalnych,

podjecie ostatecznej decyzji,

AN e S

realizacja podjetej decyzji.

W artykule podjeto probe ukazania w jaki sposéb pojecia rachunku praw-
dopodobienistwa mozna wykorzysta¢ do budowania modelu decyzyjnego i
wyznaczania optymalnych decyzji w przypadku wybierania ,lepszej" (bardziej
oplacalnej z punktu widzenia gracza) hazardowej gry losowe;j.

1. Podstawowe definicje i twierdzenia rachunku prawdopo-
dobienistwa wykorzystywane w pracy

Na wstepie zaprezentujemy definicje i twierdzenia wykorzystywane w dalszej
czesci pracy (zob. [1], s. 19, 25-27, 30-32).
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Definicja 1. Niech Q bedzie dowolnym zbiorem co najmniej dwuelemen-
towym i co najwyzej przeliczalnym. Kazda funkcje p ze zbioru 2 w zbidr

R, nieujemng i taks, ze
D pw)=1

weN
nazywamy rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze ). Pare (€, p) nazy-
wamy ziarnista albo dyskretng przestrzenia probabilistyczna.

Definicja 2. Przestrzen probabilistyczna (€2, p) nazywamy modelem prob-
abilistycznym doswiadczenia losowego 9§, jesli € jest zbiorem wszystkich
mozliwych wynikéw doswiadczenia 4, a funkcja p przypisuje kazdemu wyni-
kowi prawdopodobienstwo z jakim do$wiadczenie d moze sie tym wynikiem
zakonczy¢.

Definicja 3. Niech (2, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczna, Z
za$ rodzing wszystkich zdarzen w tej przestrzeni. Prawdopodobieristwem
nazywamy funkcje P : Z — R, gdzie

0, gdy A=10,
P(A) = p(w)v gdy i = {W},
“ > pw), gdy A>2.

w€EA

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A.

Definicja 4. Niech (€2, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczna.
Kazda funkcje Xq — R nazywamy zmienng losowa w tej przestrzeni.

Definicja 5. Jezeli X jest zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej
(Q,p), Qx jest zbiorem jej wartosci, a px jest funkcja okreslong wzorem

px(l‘j) = P(X = xj) dla T € Qx,

to pare (Qx,px) nazywamy przestrzenia probabilistyczna generowana na

prostej przez zmienna losowa X, a funkcje px — rozkltadem zmiennej losowe;j
X.

Definicja 6. Niech X bedzie zmienng losowa w przestrzeni probabilisty-
cznej (2, p), Qx — zbiorem jej wartosci, px zas jej rozkladem. Wartoscia
oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe E(X), gdzie

1° BE(X) =¢, gdy Qx = ¢,
2° E(X) = x1-px(x1)+xopx (x2)+- - +appx (2r), gdy Qx = {x1,22,..., 2},

(e}
3EX)= ij-px(xj), gdy Qx = {x1,22,23...}, pod warunkiem, ze ten
j=1 szereg jest zbiezny i to bezwzglednie.
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Twierdzenie 1. Jezeli zmienna losowa X posiada warto$¢ oczekiwana,
a i b za$ sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi (a # 0), to E(aX + b) =
aE(X) +0.

Twierdzenie 2. Jezeli zmienne losowe X i Y okreslone sa w tej samej
przestrzeni probabilistycznej i kazda posiada wartosé oczekiwana, to posiada
ja rowniez ich suma i E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Definicja 7. Jezeli zmienna losowa X w przestrzeni probabilistycznej (€2, p)
posiada warto$¢ oczekiwana F(X), to wariancja zmiennej losowej X nazy-

wamy liczbe
D?*(X) = E[X — E(X)]%

Twierdzenie 3. Jezeli X jest zmienna losowa ziarnista posiadajaca wari-
ancje, to wariancja tej zmiennej wyraza sie wzorem

DX(X) = ) [oj — E(X)Ppx(z)).

ijQX

Definicja 8. Pierwiastek kwadratowy z wariancji D?(X) nazywamy od-
chyleniem standardowym zmiennej losowej X i oznaczamy ox.

Twierdzenie 3. Jezeli zmienna losowa X posiada wartosé¢ oczekiwang, i
wariancje, to

DX(X) = E(X?) - [E(X)]%.

2. Hazardowa gra losowa jako problem decyzyjny
2.1. Pojecie hazardowej gry losowej

Wiele zagadnieni probabilistycznych zwiazanych jest z analiza gier losowych,
w ktorych wygrywa sie pieniadze, a za udzial w ktorych nalezy zaptlacié.
W takiej sytuacji zar6wno wygrana gracza jak i zysk bankiera sa zmien-
nymi losowymi okre§lonymi na zbiorze mozliwych wynikéw do$wiadczenia
losowego przeprowadzanego w grze. Tego typu gry bedziemy nazywaé haz-
ardowymi grami losowymi. Uscilijmy to pojecie.

Niech § bedzie doswiadczeniem losowym o dajacym sie okresli¢
a priori modelu probabilistycznym. Zalézmy, ze jest nim przestrzen
probabilistyczna (Qs,ps). W tej przestrzeni okreslona jest zmienna
losowa W o wartosciach nieujemnych i wymiernych (zlotéwek, dolarow
itp.) (...) Za udzial w grze gracz wplaca kwote z zlotych. Nastep-
nie przeprowadza sie doswiadczenie losowe ¢ i jesli zakonczy sie ono
wynikiem w, gdzie w € Qs to graczowi wyplaca sie kwote W(w) zl.
Opisang gre nazywamy hazardowq grg losowq. Zmienng losowa W,
tj. kwote uzyskang za wynik do§wiadczenia § (ktore dopiero nastapi),
nazywamy wygrang gracza.
zob. [2], s. 228.
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Przyktadami hazardowych gier losowych sa gry oferowane przez Tota-
lizator Sportowy (Lotto, Multi Multi, Mini Lotto). W wielu sytuacjach
(np. w Multi Multi) wejscie do gry jest zwiazane z pewnym procesem de-
cyzyjnym. Zauwazmy, ze w hazardowych grach losowych moze uczestniczyé
dowolna liczba 0s6b.

2.2. Sprawiedliwa hazardowa gra losowa

Rozwazmy nastepujaca gre hazardowa g}L, w ktorej rekwizytem jest urna
U1 o 100 kulach. Na kazdej kuli znajduje sie¢ liczba naturalna z przedziatu
[1,7]. Sktad urny U; okresla tabela.

numer na kuli | 1 2 13(4|5] 6 7
liczba kul 25115 (814|815 | 25

Po wptaceniu kwoty z zlotych za udzial w grze, gracz uzyskuje prawo do
wylosowania kuli z urny U; a jego wygrang (w zlotéwkach) okresla liczba
na wylosowanej przez niego kuli.

Rodza sie tu pytania: Przy jakiej optacie z taka gre uznamy za gre
sprawiedliwg? Jak rozumieé nalezy te sprawiedliwosé?

W celu odpowiedzi na postawione pytania zaprezentujemy pewne rozu-
mowanie (por. [2], s. 228-231).

Po uiszczeniu przez gracza optlaty ale przed losowaniem kuli, wygrana
gracza jest zmienng losowa Wi, ktorej rozktad pyw, okresla ponizsza tabela.

) J € Qw, 1 2 3 4 5} 6 7
bwi]): . 25 15 8 4 8 15 25
pw:(J) | o6 | 700 | o0 | 700 | Too | 700 | 100

Zaloézmy, ze gracz zamierza zagra¢ w gre g}L bardzo wiele razy; przyjmi-
jmy, ze bedzie to 100 powtérzeri gry i przeanalizujmy spodziewane zyski i
straty gracza w tych stu grach.

Za udzial w 100 grach gracz musi zaptaci¢ 100 - z zt. — to jego strata.
Spodziewane zyski gracza prezentuje ponizsza tabela.

j (wygrana gracza [z1]) 1123|4567

l; (oczekiwana liczba gier z wygrana j) [25 15| 8 | 4 | 8 | 15| 25
J-l; 25130(24|16{40|90| 175

Uzyskana kwota 1-254+2-15+3-84+4-4+5-846-154+7-25 =
25430+24 416 +40+ 90+ 175 = 400 zt jest oczekiwang wygrana gracza
a zarazem oczekiwang, stratg bankiera. Gre g}L nazwiemy sprawiedliwa, gdy

100-2=1-25+2-15+3-8+4-4+5-8+6-15+7-25,
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a wiec, gdy
0 1-254+2-15+3-8+4-4+5-8+6-15+7-25
B 100
25 15 8 4 8 15 25
=1 42 43— 4 — 5 46—+ T

100 100 100 100 100 100 100
= 1pW1 (1) + 2pVV1 (2) + 3pW1 (3) + 4pW1 (4) + 5pW1 (5) + 6pW1 (6) + 7pW1 (7)
— E(Wh).

Na podstawie przeprowadzonego rozumowania mozna przyjaé¢ nastepu-
jace okreslenie hazardowej gry losowej sprawiedliwej (por. [2], s. 231).

Hazardowa gre losowa, w ktoérej wygrana jest zmienng losowa W
o skoriczonym zbiorze wartosci i za udzial w ktorej nalezy wniesé
oplate z nazywamy sprawiedliwg jesli ta opltata jest rowna wartosci
oczekiwanej wygranej, tzn. jesli z = E(W).

2.3. Wariancja zmiennej losowej jako narzedzie wylaniania
optymalnej decyzji

Okredlmy teraz dwie zmienne losowe Z; := W — z oraz Z = z — W.
Zmienna Z, jest zyskiem (netto) gracza, za$ zmienna Zj, jest zyskiem (netto)
bankiera. Hazardowa gra losowa bedzie zatem sprawiedliwa, gdy E(Z,) =
E(Zy) = 0. W przypadku hazardowej gry losowej na ogot jest E(Z,) < 0,
a wiec E(Zp) > 0 — salony gier musza przeciez prosperowac.

Jest oczywistym, ze jesli gracz ma do wyboru jedna z dwu (lub wiecej)
gier to dla niego gra lepsza (najlepsza) jest ta, dla ktorej jest wicksza
warto$¢ oczekiwana zysku (netto) gracza. W przypadku bankiera sytuacja
jest doktadnie odwrotna.

Zatozmy teraz, ze za udzial w grze g}L nalezy zapltacié¢ 5 z. Wyznaczymy

wartodci oczekiwane zmiennych losowych Z; := W7 — 5 (bedacej zyskiem
gracza) oraz Z} := 5 — W; (bedacej zyskiem bankiera).
Mamy

E(Z)=EW, -5 =EW,)-E(5)=4—5=—1.

g

Poniewaz Z; = —Z}, wiec E(Z}) = 1.

Rozwazmy teraz kolejna gre hazardowsa g%, w ktorej rekwizytem jest
urna Uy, rowniez o 100 kulach oznaczonych cyframi od 1 do 7, ale o innym
sktadzie niz urna U;. Sktad urny Us okresla ponizsza tabela.
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numer na kuli | 1| 2 3 4 5 6 |7
liczba kul 4110125122125 (101| 4

Po wptlaceniu kwoty 5 zlotych za udziat w grze, gracz uzyskuje prawo
do wylosowania kuli z urny Us a jego wygrana (w ztotéwkach) okresla, tak
samo jak w przypadku gry g}l, liczba na wylosowanej przez niego kuli.

Niech Zg2 bedzie zyskiem gracza w grze g}% (ujemny zysk jest strata
gracza). Ponizsza tabela okresla rozktad tej zmiennej losowej.

JEQzp | 4| 3] -2]-1]0 1 2
4 10 | 25 | 22 | 25 | 10 4
10

pz2(J) | 106 | 100 | T00 | 700 | i00 | 106 | 100

Zauwazmy, ze E(Z7) = —1.

Zalozmy, ze bankier oferuje dwie omoéwione gry hazardowe: g,lZ i g}%.
Przypomnijmy, ze za udzial w kazdej z nich nalezy zapltacié¢ 5 zt. Z przepro-
wadzonych rozumowar wynika, ze E(Z;) = E(Z}) = —1. Jest oczywistym,
ze w tej sytuacji mamy E(W;) = E(Ws) = 4. Mozna zatem postawi¢
hipoteze, ze obydwie gry hazardowe sa dla gracza réwnie dobre. Pojawia
sie pytanie, czy tak jest w istocie.

Zauwazmy, ze jesli w kazdg z dwu oferowanych przez bankiera gier zagra
dostatecznie duzo graczy (lub jeden gracz duza liczbe razy) to oczekiwane
$rednie zyski bankiera z kazdej z rozegranych gier sa takie same i wynosza
1z}, (tak jest, gdyz E(Z}) = E(Z?) = 1). Przy takich zalozeniach gry gj i
g7 sa dla bankiera réwnie dobre (przynosza takie same spodziewane zyski).

W przypadku gracza zamierzajacego gra¢ w wybrana przez siebie gre
(sposrod gier gi i g7) bardzo wiele razy roéwniez jest obojetne, ktora gre
wybierze — oczekiwana wygrana gracza (a tym samym oczekiwany jego zysk
(netto)) w obydwu grach jest taka sama.

Jesli natomiast gracz zamierza zagra¢ w gre jeden raz, czy tez kilka,
kilkanadcie razy, to sytuacja si¢ zmienia. Przyjmijmy, ze gracz kieruje
sie zasada ,maksimum zysku przy minimum ryzyka’ (zob. [3], s. 71.)
Spodziewana wygrana (a tym samym spodziewany zysk) w obydwu przy-
padkach jest taka sama, a wiec nalezy poszukiwaé kryterium poréwnywa-
nia ryzyka gry w tych dwu grach. W tym celu przeanalizujmy wykresy
rozktadéw zmiennych losowych Wi i Wy (formalnie nalezaloby analizowac
rozktady zmiennych losowych Z; i Zg ale poniewaz E(Z;) = E(Z;) i optata
za udziat w obydwu grach jest taka sama, wiec mozna analizowaé¢ rozktady
zmiennych Wy i Wa).
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0.125 0.115 0.108 0.104 0.108 0.115 0.25
4 5

1 2 3 6 7
a) E(W)=4
0.104 0.11 0.125 0.122 0.125 011 0.104
1 2 3 4 5 6 7
b) E(W3)=4
Rysunek 1.

Zauwazmy, ze dla zmiennej losowej Wy (rys. 1b)) istotnie prawdopodobne
wartodci zmiennej losowej skupiaja sie blisko jej wartosci oczekiwanej, zas
w przypadku zmiennej losowej W; jej bardzo prawdopodobne wartosci sa
znacznie oddalone od jej wartosci oczekiwanej (rys. la)). Oznacza to ze jest
bardziej prawdopodobne, ze wygrana gracza w grze g}% bedzie malto réznié
sie od E(W>) (Sredniej wygranej w tej grze g7) niz, ze wygrana gracza w
grze gi bedzie malo rozni¢ sig od E(W) (Sredniej wygranej w grze g; ).

Gracz stosujacy strategie ,maksimum zysku przy minimum ryzyka” po-
winien zatem wybraé¢ gre g}%, w ktorej narazony jest na mniejsze ryzyko
uzyskania wygranej istotnie rézniacej sie od oczekiwanej wygrane;j.

Przeprowadzone rozumowania nasuwa pomys! wykorzystania wariancji
zmiennej losowej (bedacej miarg odchylenia (rozproszenia) poszczegdlnych
wartosci zmiennej losowej od jej wartosci oczekiwanej) lub tez odchylenia
standardowego (pierwiastka kwadratowego z wariancji) jako miar ryzyka
pozwalajacych wartosciowaé (porzadkowaé) zmienne losowe o takiej samej
wartosci oczekiwanej — im mniejsza wariancja zmiennej losowej (mniejsze
odchylenie standardowe) tym mniejsze ryzyko uzyskania wygranej znacznie
réznigcej sie od wartosci oczekiwanej zmiennej losowe;j.

Powr6é¢émy do problemu wyboru lepszej z gier g}L i g,% w sytuacji, gdy
gracz stosuje zasade ,maksimum zysku przy minimum ryzyka’ i obliczmy
wariancje oraz odchylenie standardowe zmiennych losowych W; oraz Wa.
Mamy

D*(Wy) =5.86, D*(Wo) =2.02, ow, ~242, oy, ~ 1.42.

Jest D*(W5) < D?(Wy), a wiec gra o mniejszym ryzyku jest gra gi.
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2.4. Semiwariancja zmiennej losowej jako narzedzie wylania-
nia optymalnej decyzji

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej bankier oferuje dwie gry g,:f’b i g%. Przyjmi-
jmy ze optata za udzial w kazdej z tych dwu gier wynosi 4.1 zl.

Niech W3 i W4 beda zmiennymi losowymi bedacymi wygranymi gracza
odpowiednio w grach g,% oraz g%. Rozktady tych zmiennych losowych prezen-
tuja ponizsze tabele.

Jj € Qwy 3 4 5 6 7 8
Pws: . 47 25 15 6 4 3
| pws (J) 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100

j€Qw, | 0.08 | 1.08 | 2.08 | 3.08 | 4.08 | 5.08
. 3 1 6 15 25 a7
PW4(J) 100 100 100 100 100 100

bwy:

Przeanalizujmy, ktéra z gier gz i g;‘; powinien wybraé¢ gracz stosujacy
strategie ,maksimum zysku przy minimum ryzyka”.
Rysunek 2 prezentuje wykresy rozktadéw zmiennych losowych Wy i Wy.

0.|47 O.|25 0.|15 0.04 m
3 4\ 5 6 7 8

a) E(W3)=4.04

Gl
08 1.08  2.08 3M08 5.08

b) E(W4)=4.04

Rysunek 2.
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Zauwazmy, ze E(W3) = E(W,) oraz D?*(W3) = D?(W,) (ostatnia
ré6wnosé jest prawdziwa, poniewaz Wy = —Ws + 8.08). Nasuwa sie tu py-
tanie: Czy gry gz i gﬁ sa jednakowo dobre dla gracza stosujacego strategie
,maksimum zysku przy minimum ryzyka’?

W celu odpowiedzi na postawione pytanie przeanalizujmy wykresy z ry-
sunku 2. Dla rozktadu zmiennej losowej W3 | wiekszo$¢” prawdopodobienistwa
(przeszto 70%) skupiona jest ,ponizej” wartosci oczekiwanej. Dla rozktadu
zmiennej losowej Wy jest na odwréot. Obserwacja ta sktania do uznania gry
gﬁ lepsza od gz.

Mozemy taki wybor uzasadni¢ nastepujaco. Okreslmy tak zwang semi-
wariancje zmiennej losowej X modyfikujac definicje wariancji zmiennej lo-
sowej X nastepujaco

SVAX) = > px(z))d,

IjGQX

. J0dlaz; > E(X),
gdzie dj = { z; — B(X) dla z; < E(X)

Zdefiniujmy jeszcze semiodchylenie standardowe nastepujaco

SV(X) = /SV2(X).

Jesli zalozymy, ze ryzyko gracza powinno by¢ okreslane na podstawie
niepozadanych, tj. ujemnych odchyleii od oczekiwanej wygranej, to za miare
ryzyka mozna przyjaé¢ semiwariancje lub tez semiodchylenie standardowe.

Powr6é¢émy do problemu wyboru lepszej z gier 92 i gﬁ w sytuacji, gdy
gracz stosuje zasade ,maksimum zysku przy minimum ryzyka” i obliczmy
semiwariancje oraz semiodchylenie standardowe zmiennych losowych W;
oraz Wo.

Mamy

SVE(Ws3) = 1.47, SVi(W,) ~0.32, SV(W3)~121, SV(W,) =~ 0.56.

Jest SV2(W,) < SV2(W3), a wiec gra o mniejszym ryzyku jest gra gﬁ.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej bankier oferuje dwie gry gZ i gg,
takie ze $rednie zyski gracza (netto) w tych grach sa dodatnie oraz rézne
tj. E(Z)) > 0, E(Z8) > 0 oraz E(Z]) # E(Z§). Tego typu gry nie
moga by¢ samofinansujace, gdyz w krotkim czasie doprowadza bankiera do
bankructwa, niemniej jesli bankier posiadalby sponsora'?, to taka gra moze
funkcjonowaé. Tego typu gry nazwijmy sponsorowanymi hazardowymi grami
losowymi.

“Mozliwosé udzialu w takiej grze moze byé np. premis za czesta gre w inne gry
hazardowe.
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Niech Zg’ i Zg6 beda zmiennymi losowymi bedacymi zyskami gracza
odpowiednio w grach gZ oraz gg. Rozktady tych zmiennych losowych prezen-
tuja ponizsze tabele.

JE€EQ [ 1 [ 2 ]3[4 ][5 ]6
bz G) |2 &[2 L8]] 8
bz3\J 100 | To0 | T00 | 100 | 100 | 100
jEQ [ 1 [2]3]4]5]6
Pzg: Gy | &Ll |1t ] 16
bzs\J 100 | 700 | 100 | 100 | 100 | 100

Przeanalizujmy ktora z gier g;t’Z i gg powinien wybraé¢ gracz stosujacy
strategie ,maksimum zysku przy minimum ryzyka”.
Rysunek 3 prezentuje wykresy rozktadéw zmiennych losowych ZS i Zgﬁ.

m 0.04 0.08 0.|15 0.|25 0.|45

0.|16 O.|17 O.|17 O.|17 0.|17 O.|16

1 2 3 4 5 6
b) E(Z8)=35

Rysunek 3.

Zauwazmy, ze 4.9 = E(Z3) > E(Z8) = 3.5. Gra g) wydaje si¢ by¢
korzystniejsza dla gracza od gry gg, gdyz gracz ktory ja wybierze moze
spodziewaé sie wiekszego zysku od gracza, ktory wybral gre gg. Stusznosé
wyboru gry potwierdzaja wariancje zmiennych losowych Z, g oraz Z, 96. Mamy

D*(Z)) =175, D*(Z])=3.5, oraz oZ)~ 132, 070 = 1.87,
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a wiec gra gZ charakteryzuje sie mniejszym ryzykiem niz gra gg.

2.5. Wspoélczynnik zmiennosci losowej jako narzedzie wytla-
niania optymalnej decyzji

Rozwazmy na koniec sytuacje, w ktoérej bankier oferuje dwie gry, wspomni-
ang juz gre gg oraz gre 9i7r

Niech Zg7 bedzie zmienna losowa bedaca zyskiem gracza w grze glz.
Rozktad zmiennej losowej prezentuje ponizsza tabela.

jEQZ; 1 2 3 4 5% 6
20 15 5 | 5 4

bzt :
9| pz;() | o0 | 100 | 00 | Too | 700 | 109

Przeanalizujmy ktora z gier gg i glz powinien wybraé gracz stosujacy
strategie ,maksimum zysku przy minimum ryzyka”.
Rysunek 4 prezentuje wykresy rozktadéw zmiennych losowych Zg i ZS.

0.|16 OA|17 O.|17 O.|17 0.|17 0A|16

1 2 3 4 5 6
a) E(Z8)=3.5

0i2 0.|15 0‘|15 0i4
3 4

b) E(Z])=4

Rysunek 4.

Zauwazmy, ze takze w tej sytuacji Srednie zyski gracza (netto) w tych
grach sa dodatnie oraz roime tj. E(Z)) > 0, E(Zg7) >0i4= E(Z;) >
E(Zg) = 3.5. Gra g/ wydaje si¢ by¢ korzystniejsza dla gracza od gry
gg, gdyz gracz ktory ja wybierze moze spodziewaé si¢ wickszego zysku od
gracza, ktory wybrat gre gg. Pojawia si¢ pytanie: Czy jest tak na pewno?

Zbadajmy, ktora z oferowanych gier charakteryzuje sie mniejszym ryzy-
kiem. W tym celu obliczmy wariancje zmiennych losowych Zg i Zg7 . Mamy

D*(ZJ) ~2.85, D*(Z])=4.2, oraz 076 = 1.69, o7 ~ 2.05,
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a wiec gra gg jest dla gracza korzystniejsza od gry g,z (charakteryzuje sie
mniejszym ryzykiem).

Zastosowane kryteria nie pozwalaja zatem na podjecie optymalnej de-
cyzji. W rozwazanej sytuacji gracz, ktory chce maksymalizowaé swoj zysk
jednoczesnie minimalizujac ryzyko, bedzie preferowat te gre, w ktorej przy-
pada mniej ryzyka na jednostke zysku.

Miara, ktora pozwala roznicowaé¢ zmienne losowe (a tym samym gry),
ktorych wartos$é oczekiwana jest rézna od zera, jest wspotczynnik zmien-
nosci losowej zmiennej losowej X okreslany wzorem

0Xx

szm.

Przyjmujac jako kryterium podejmowania decyzji przy wyborze gry lepszej
wspotezynnik zmiennosci losowej, jako lepsza nalezy uznaé te gre, dla ktorej
warto$¢ wspolezynnika zmiennosci zysku gracza (netto) bedzie najmniejsza.
Obliczmy zatem wspo6lczynniki zmiennosci losowej dla zmiennych Zg6 i
Zg7 . Mamy
VZS ~ 0.482, VZg7 ~ 0.512,

co oznacza, ze mniej ryzyka na jednostke zysku przypada w przypadku gry
gg. Tak wiec lepsza okazuje sie gra o mniejszej wartosci oczekiwane zysku
gracza (netto).

Zaproponowane narzedzie rozstrzygania, ktora z gier jest lepsza ma jed-
nak wade. Otdéz mozna go stosowaé tylko do zmiennych losowych o do-
datniej wartosci oczekiwanej. Rozszerzenie stosowalnosci kryterium takze
na zmienne o ujemnej wartosci oczekiwanej nie powoduje matematycznych
komplikacji ale prowadzi do sprzecznosci, gdyz w takiej sytuacji najbardziej
ryzykowne gry (duze odchylenie standardowe) o najwiekszym ujemnym
srednim zysku (najwiekszej stracie) uznawane bylyby za najlepsze.

Niedogodnosé te mozna w pewnym sensie usunaé¢ definiujac wspodtczyn-
nik Wx bedacy odwrotnoscia wspoétczynnika Vi, tj.

EX)
ox

Wx =

Tak okreslony wspolczynnik nie ma sensu jedynie dla zmiennych losowych
dla ktorych ox = 0, ale w tym przypadku rozktad zysku gracza jest jednop-
unktowy, a wiec wygrana jest znana i nie ma mowy o ryzyku (takich gier
nikt nie oferuje w praktyce).

Przyjmujac jako kryterium hierarchizowania gier wspotczynnik W nalezy
wybieraé te, dla ktoérych jest on najwiekszy.
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Zakonczenie

W pracy zaproponowano pewne kryteria wytaniania gry lepszej od po-
zostatych. Mozna konstruowaé tez inne miary pozwalajace wspomagaé pro-
ces podejmowania decyzji. Zaproponowane przyktady moga by¢ wykorzys-
tane np. w analizie zachowan graczy gietdowych.
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Abstract. We say that the combinatorial problem is elementary if it can be solved
using one combinatorial operation (permutations, combinations, variations with
or without repetition). Elementary combinatorial problems may be classified into
three different combinatorial models (selection, partition and distribution). In this
paper, we describe the effect of the implicit combinatorial model for understanding
the problem. We consider also the most common errors in the solutions of the
problems. Based on our results we formulate ideas of the selection of combinatorial
problems for mathematics lessons.

1. Uvod

Kombinatorika je vyznamnou ¢astou diskrétnej matematiky, stretavame sa
s nou v kazdodennom Zzivote. Tvori sucast ucebnych planov na zakladnych
a strednych skoléch.

Ked sa povie kombinatorika, pre mnohych Ziakov a Studentov je to aso-
ciacia s negativnou skiisenostou pocitania permutéacii, kombinacii, variacii a
s hl'adanim spravneho vzorca. Na druhej strane kombinatorika je ¢astou ma-
tematiky, ktord na zaciatku nevyzaduje Zziadny zlozity matematicky aparét
len znalost zékladného matematického uciva.

Pre zvysenie pozornosti ziakov a zefektivnenie ucenia kombinatoriky je
vhodné na hodinach volit tlohy zo Zivota Ziakov, s ktorymi maji Ziaci realne
skusenosti alebo st im blizke (tlohy s kodovacimi zdmkami, s rozsadenim
Ziakov v triede). Aj napriek vhodnej motivacii st problémy s rieSenim tychto
aloh.

Dva zakladné kroky pre zlepSenie vyucovania kombinatoriky st
a) porozumenie podstaty ziackych chyb, ked riesia kombinatorické tlohy,

b) identifikdcia zmien, ktoré mézu mat vplyv na tuto tazkost(zmeny vo
formulaciach uloh, zmeny vo vyucbe).
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2. Implicitny kombinatoricky model v jednoduchych
kombinatorickych tlohach

V prispevku sa zmeriame na to, ako moze formulacia ovplyvnit obtiaznost
tlohy. Budeme vychadzat z vysledkov vyskumu Batanera, Navarra - Pelaya
a Godina [1].

Jednoduchou kombinatorickou tlohou budeme nazyvat tlohu, pri rieseni
ktorej je mozné pouzit jednu kombinatoricki operaciu (kombinécie, variacie,
permutécie s opakovanim alebo bez opakovania).

Priklad jednoduchej kombinatorickej tilohy:
Kol'ko zapasov sa odohra vo futbalovom turnaji, v ktorom hra
pat druzstiev systémom kazdy s kazdym jeden zapas?

Priklad nejednoduchej kombinatorickej tlohy:
Urcte pocet vSetkych desatcifernych ¢isel, ktorych ciferny sucet
sa rovna 3. Kolko z nich je parnych?

Podl'a Duboisa [2] jednoduché kombinatorické ulohy mézu byt klasifikované
v troch implicitnych kombinatorickych modeloch (ICM):

Model selection - znenie tlohy pozaduje vyber n objektov z m (vziat,
vybrat, tahat, zbierat, zvolit).

Uloha na model selection: V triede je 10 Ziakov. Kolkymi sposobmi
mozeme vybrat predsedu a pokladnika triedy?

Model distribution - je propedeutikou zobrazenia, znenie tlohy pozaduje
rozdelenie n objektov do m buniek (umiestni, rozdel, vloz, prirad, rozloz).

Uloha na model distribution: Garadz v budove ma 5 o&islovanych miest.
KedZe budova je nové, ma iba troch obyvatelov (Peto, Janka, Danka), ktori
parkuja v garazi. Kolko réznych spésobov maja na parkovanie? Napriklad
dnes Peto parkuje na ¢. 1, Janka na ¢. 2 a Danka na ¢. 5.

Model partition - je propedeutikou rozdelenia mnozin na podmnoziny,
znenie tlohy pozaduje oddelit n objektov do m skupin (separovat, oddelit,
rozdelit).

Uloha na model partition: Danka a Janka maji znamky ocislované &is-
lami 1 az 4. Rozhodli sa podelit si znamky, dve pre kazdu z nich. Kolkymi
moznymi spésobmi si mozu podelit znamky?

Batanero a kol. [1] skamali vplyv ICM na spréavnost rieSenia ulohy v
Spanielsku na 13 skolach. Vo svojom vyskume zadéavali 720 Ziakom 13 tloh,
z toho 352 ziakov uz absolvovalo vyuc¢bu kombinatoriky a 348 ziakov nie.
U Ziakov, ktori neabsolvovali predchadzajicu vyucbu sa o¢akavalo, ze tlohy
budi riesit pravidlom suctu, stcinu, rekurzivnym myslenim.
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Vyhodnotenie vyskumu:

- v skupine, ktora vyucbu kombinatoriky nemala sa nenachédzali vel'ké
odlisnosti v rieSeniach tloh jednotlivych ICM.

- v skupine, ktord uz absolvovala vyucbu kombinatoriky sa objavilo
zlepSenie najma u tloh modelu selection, u distribution zlep8enie nebolo
zna¢né a u partition Ziadne.

3. Experiment

Na zéklade vyssie uvedenych vysledkov sme sa rozhodli uskutocnit experi-
ment medzi Ziakmi ZS, v ktorom sme sa zamerali na zistenie vplyvu ICM na
spravnost rieSenia tlohy. f)alej sme analyzovali, akych najcastejsich chyb sa
ziaci dopustili. V prvej faze sme uskutoc¢nili predexperiment na PF UPJ S.
Vyber tloh

Do experimentu sme navrhli tri tilohy, kazda na iny implicitny kombina-
toricky model, ale vSetky sa dali riesit rovnakou kombinatorickou operéciou.
Pri tvorbe dloh sme sa zamerali na to, aby text bol pre Ziakov napisany
zrozumitelne a nebol prili§ dlhy. Pre Ziakov zékladnej Skoly boli tieto tlohy
upravené tak, aby ich bolo mozné riesit vypisom vsetkych moznosti.
Uloha 1
V skatuli sa tri o¢islované gulky (s ¢islami 2, 4, 7). Vyberieme jednu gulku
a zapiSeme jej ¢islo. Gulku vratime spét do gkatule. Opakujeme to, az kym
nedostaneme Stvorciferné ¢islo. Kol'ko réznych Stvorcifernych ¢isel mozeme
ziskat? Napriklad po vytiahnuti gulky s &slom 2 styrikrat za sebou ziskame
¢islo 2222.
Uloha 2
Styri deti: Anka, Beata, Cyril a Daniel §li nocovat k starej mame. Maju k
dispozicii dve rézne izby (jednu na prizemi a d'al$iu na poschodi). Kolkymi
roznymi sposobmi moéZze rozmiestnit stard mama deti? Napriklad jedna
moznost je, Ze vSetky deti budu spat v izbe na prizemi.
Uloha 3
Chlapec ma tri auticka roznych farieb (¢ierne, Cervené a 71té) a chce ich
rozdelit Styrom kamaratom - Petovi, JoZovi, Danielovi a Matovi. Kolkymi
sposobmi moéze rozdelit auticka? Napriklad jedna moZnost je, Zze vSetky
auticka da Petovi.
Predexperiment

Zucastnilo sa ho 63 studentov Prirodovedeckej fakulty UPJ S v Kogiciach,
konkrétne Studenti matematiky a informatiky. Vyhodnotenie sprévnosti
tloh uvadzame v Tabulke 1.
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Uloha 1 (selection) | Uloha 2 (distribution) | Uloha 3 (partition)
Spravne 44 (70%) 28 (44,4%) 13 (20,6%)
Nespravne 14 (22%) 34 (54%) 43 (68,3%)
Neriesili 5 (8%) 1(1,6%) 7 (11,1%)

Tabulka 1 — vyhodnotenie experimentu na PF UPJS

Analyza ucebnic

Na zaklade vysledku tohto predexperimentu sme sa rozhodli analyzo-
vat ucebnice pouzivané vo vyucbe na zdkladnych skolédch a gymnéziach na
Slovensku. Boli to u¢ebnice od vydavatelstva Orbis Pictus Istropolitana
(OPI) a Slovenského pedagogického nakladatel'stva (SPN). V ucebniciach
sa nachadza velké mnoZstvo tloh, ktoré nabadaji Ziakov k vypisu vSetkych
moznosti (Napis§ vSetky trojciferné ¢isla pomocou cifier 1, 2, 3.). Tieto ulohy
sme vy¢lenili pri tlohdch modelu distribution (*). Pocet uloh jednotlivych
ICM uvadzame v Tabulke 2 a 3.

selection | distribution | partition
SPN 6 9 6 + 45x% 1
SPN 7 30 10 4 3 1
OPI 6 12 8+ 2% 0
OPI 7 25 17 4 3% 1

Tabulka 2 — analyza ucebnic zakladnych kol

selection | distribution | partition
SPN 2 33 21 + 6% 8
OPI 1 25 9+ 3% 2

Tabulka 3 — analyza u¢ebnic gymnéazii

V ucebniciach prevladaja tlohy modelu selection, v menSom mnozZstve
sa tam nachadzaji tlohy modelu distribution a tilohy na model partition sa
na zakladnej skole takmer vobec nenachadzaji a na gymnaziu s zastipené
v mengej miere ako tilohy ostatnych ICM.

Vyhodnotenie predexperimentu

Najviac spravnych rieeni nachadzame v tlohe 1(model selection). Moze
to byt prave tym, Ze v slovenskych ucéebniciach je najviac uloh prave na
tento model. Najmenej tspeina je tloha 3 (model partition). Ulohy na
tento model sa rieSia na hodinadch matematiky v malom mnozZstve.

Najéastejsie chyby u studentov PF UPJS

Studenti ¢asto riesili tlohy pouzitim kombina¢nych ¢isel a vypisom moz-
nosti. Prave tu vznikali najcastejsie chyby. Ziaci pouzivali pri rieSeni
nekorektné operacie a to napriklad: vynasobili alebo séitali medzi sebou
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Tubovolné kombina¢né ¢isla (Obrazok 1), casto aj také, ¢o nesaviseli so
zadanim tlohy. Vel'mi ¢astou chybou bol nesystematicky alebo nedokonc¢eny
vypis moznosti (Obrazok 2).

s 7

Obréazok 1 — rieSenie tlohy 2 u Studenta kombina¢nymi ¢islami
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Obréazok 2 — rieSenie tlohy 1 u $tudenta vypisom moZnosti

Experiment na zakladnej Skole

Experiment sme realizovali so ziakmi 6. a 7. roc¢nika, ktori nemali
kombinatoriku alebo len ivod do kombinatoriky.

Na zékladnej skole nenachadzame velké rozdiely v tuspeSnostiach jed-
notlivych tloh. NajlepSie skoncila prva tloha, najhorsie tloha na model
distribution. Moze to byt aj tym, Ze Ziaci rieSili tuto tlohu najcastejsie
vypisom moznosti, a pri tlohe partition bolo tych moznosti menej ako pri
tlohe distribution. Vysledky uvadzam v nasledujicej tabulke.

Uloha 1 (selection) | Uloha 2 (distribution) | Uloha 3 (partition)
Spravne 19 (28,.2%) 6 (9,1%) 15 (22,7%)
Nespravne 47 (71,2%) 59 (89,4%) 46 (69,7%)
Neriesili 0 (0%) 1(1,5%) 5 (7,6%)

Tabulka 4 — vyhodnotenie experimentu na A
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Najéastejsie chyby u Ziakov ZS

A7z 78 percent rieSenych tloh boli rieSené vypisom moznosti. NajéastejSou
chybou bol prave nesystematicky alebo nedokonéeny vypis moznosti (Obra-
zok 3) a nekorektné operacie pri hladani rieSenia, u ziakov to bolo konkrétne
vynésobenie, vydelenie, s¢itanie alebo odé¢itanie Tubovolnych ¢isel zo zada-
nia tlohy (Obrézok 4).
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Obréazok 3 — rieSenie tlohy 2 u Zziaka vypisom moZnosti
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Obrazok 4 — rieSenie tlohy 2 u ziaka pouzitim nekorektnych operacii

4. Zaver

Vysledky experimentu ukazuji, ze implicitny kombinatoricky model ma
vplyv na obtiaznost tdlohy. Pre Ziakov, ktori absolvovali vyuébu kombi-
natoriky st tlohy modelu selection Tahsie rieSitelné ako tlohy modelu par-
tition. V jednotlivych rieseniach sme pozorovali, Ze niektori Ziaci aplikuji
vzorec pre vypocet kombinatorickej operédcie u tlohy selection, no v inom
kombinatorickom modeli to aplikovat neboli schopni. U ziakov, ktori kom-
binatoriku este nemali, neboli velké rozdiely v tspegnostiach jednotlivych
tloh. Pri¢inu moézeme hladat aj vo vybere tloh v ucebniciach, s ktorymi
ziaci pracuji na hodinach matematiky, kde prevladaji tlohy na model se-
lection a tlohy na model pratition sa vyskytuju len velmi malo. Pri analyze
chyb sme spozorovali u Studentov narast pouzitia kombinacénych cisel a
faktoridlov, bez akejkolvek snahy overenia spravnosti vysledku. Z nasho
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vyskumu,ale aj z dalgich mozeme usudit, Ze na hodindch matematiky je
potrebné riesit v rovnakom mnoZstve dlohy na kazdy implicitny kombina-
toricky model.
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Abstract. The paper deals with effectivity of digital whiteboard in mathematics
teaching. There are presented some results of investigations from using of this
tool in teacher training and their comparation with literature. There are pre-
sented some examples and suggestions for elementary teachers how improve the
interactivity and effectivity of their teaching by digital whiteboard.

1. Uvod

KaZzdéa nova ucebné pomocka zaujme Ziaka uZz svojou novostou a motivuje
ho pouzivat. Po istom ¢ase nastupuje rutina v pouzivani pomocky a atrak-
tivita rychlo klesa ak sa nenajde zmysluplné pouzivanie vo vyucovani. Tento
osud pravdepodobne ¢aka aj digitalne tabule ak nedokézeme ich integrovat
zmysluplnym a spésobom do vyucovania a zvysit efektivitu vyucovania.
Efektivitu nemozno zredukovat na ekonomicky vzorec "za kratsi ¢as viac
problematike, ¢ize poznatky z roznych pohladov, ktoré sa v silade s na-
jnovaimi vedeckymi vysledkami, aby si mohol svoje vedomosti prehlbit, po-
drobit kritike, dotvorit, revidovat a konfrontovat s praxou. Samozrejme,
to vSetko musi nastat v rozumnom c¢asovom intervale, nie vSak v strese.
Ocakéavanie vodéi interaktivnej tabuli sa velké, aZ neopodstatnené. Poten-
cial interaktivnej digitdlnej tabule je mozné v plnom rozsahu vyuzit len
vtom pripade ak popri zru¢nosti ovlddania pomocky sa podari existujici
digitalny obsah integrovat do vyucovania dotvorit a obohatit pedagogickym
majstrovstvom.

2. Sucasny stav pouzivania digitalnej tabule vo vyucovani
matematiky na 1. stupni ZS

Informacie z oblasti vyuzivania digitalnej tabule vo vyuc¢ovani st dostupné
najma na internete, ale st ¢asto neobjektivne, lebo vacsinou ich zverejhuji:
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e ucitelia-nadSenci, majstri vo vyuc¢ovani, ktori by akoukol vek pomdckou
ucili ispesne a zaujimavo,

e technicky zalozeni ucitelia, ktorych nadchli technické moznosti inter-
aktivnej tabule

e vyrobcovia a reklamné firmy, ktoré propagujta svoj vyrobok.

O vysledkoch seri6zneho vyskumu sa doc¢itame len zriedkakedy aj to st par-
cidlne zistenia zverejnené najma na konferencidch. Kratka doba od hromad-
ného rozgirenia tejto pomocky ani neumoziuje vyvodit vyznamné vSeobecne
platné zavery, skor sa ukazuju nejaké tendencie a rysuji sa nedostatkové
oblasti.

Vidime urcitu paralelu so zavedenim pocéitacov do vyucovania, kedy prvé
odportucané aktivity pre zaciato¢nikov boli hry, ale zaiato¢né nadSenie z
novej "hracky" vystriedal pocit nedostatku vhodného vyucovacieho obsahu.
Domnievame sa, Ze podobny proces mozeme oCakéavat aj pri pouzivani di-
gitalnej tabule. Je prirodzené, Ze prva reakcia deti bude nadsenie z novej
pomodcky a pravdepodobne najprv budd skusat hry alebo hrové ¢innosti na
tabuli. Bolo by smutné a z pohl'adu vyucovacich cielov ani neziaduce, keby
zostali pri tychto ¢innostiach. Na Skolach by sa zakonzervovala domnienka,
7e interaktivna tabula je len dokonalejSie premietacie platno a nenapoméha
zmene vyucovacieho §tylu uéditela ani k efektivnejSiemu osvojovaniu uéiva.

3. Hry, didaktické hry a hrové ¢innosti na digitalnej tabuli

Vo vyucovani matematiky na 1. stupni ZS maja didaktické hry vyznamnua
ilohu, vzhladom na vekové charakteristiky Ziakov. Mladsi Ziaci preferuji
skor zabavné hry, oddychové, rolové alebo hry s jednoduchymi pravidlami.
Povaha hier sa meni so zvySenim veku ziakov smerom ku komplexnejsim,
kreativnym strategickym hram, k hram so zlozitejsimi pravidlami a dlhsim
priebehom. Nova technickd pomocka nosi v sebe hrova ¢innost uz samot-
nou novostou, je to pre Ziakov tajomné "hadanka". Skumaja aka bude
reakcia pomocky na ich ¢innost. Digitélne tabule s dotykovym ovladanim
maju v tejto faze, faze zoznamovania sa s pomdckou potencial najdlhsie
zaujat ziakov. Ovladanie virtualnych objektov na tabuli rukou je fascinu-
juace aj pre dospelého, pre deti to plati viacnésobne. V silade s Krej¢ovou
(Krejéova, 2009) tvrdime, Ze pri vybere hry alebo hrovej ¢innosti musime
dbat na to, aby nevyvolali obavu z netspechu, preto si vhodné tie hry,
ktoré vyzaduju poznatky z roznych oblasti( nie len z matematiky) a tie, v
ktorych na tispe$nosti st zastiipené v rovnakej miere vedomosti aj ndhoda.

Takymi hrami st rézne kartové hry, domino alebo rézne hry s hracimi
kockami. Pricom pod kartovymi hrami rozumieme vSetky hry, v ktorych sa
taha karta - listok. Karta moze sluzit na rieSenie tulohy, davat instrukciu,
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moze sa vlozit do skladacky alebo sluZi na hru podla pravidiel klasickych
kartovych hier. Na digitilnej tabuli st dostupné digitalne verzie niektorych
z uvedenych typov hier napriklad na www.matika.sk.

Na obrazku 1 je znazornena t4 ista didakticki hra dvoma spésobmi: 1A
je pracovny list na interaktivnej tabuli, 1B program v jazyku Imagin na in-
ternete. St to dve moznosti digitalizicie hry na sp6sob skladania obrazka z
papierovych karti¢iek. Pri manipulécii s papierovymi karti¢ckami, ziak vnima
hrovi ¢innost v utajeni obrazu a skladani dielikov, teda v manipulacii so
skutoénym objektmi. Pri pocitacovej verzii z uvedeného ostava len utajenie,
manipulacia mySou na podlozke, ktora vyvola pohyb kartic¢iek na obrazovke
sa nadéa stotoznit s manipulaciou v pravom zmysle (chytim a prelozim). V
pripade interaktivneho pracovného listu 1A je manipulécia priama, hoci nie
so skuto¢nymi, ale s virtudlnymi kartickami. Ak pouZijeme dotykovu dig-
italnu tabul'u, efekt je blizky k efektu skladania skuto¢nych dielikov, pri¢om
didakticky efekt je vo vSetkych pripadoch rovnaky, precvic¢enie zakladnych
spojov nasobenia.
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Obrazok 1 - skladanie obrazu, didakticka hra na precvi¢ovanie
zékladnych spojov nasobenia

Nevyhodou hier na tabuli je, Ze aktivne hra naraz len jeden Ziak, os-
tatni len radia alebo sa ziaci striedajua pri tabuli. Tento spdsob hry neza-
paja kazdého ziaka tak, ako sa od didaktickej hry ocakava (Krejéova, 2009).
Rovnako to plati aj pre digitdlny vyucovaci obsah, preto praca s digitadlnou
interaktivnou tabulou je napomocnéa predovSetkym pri frontdlnom vyuco-
vani. Interktivita medzi Ziakmi a tabulou nenastane automaticky, vyzaduje
aj zmenu metodiky a vyucovacieho tylu ucitela.

4. Vyucovaci obsah pre digitalne tabule

Na digitalnej tabuli je mozné vyuzit uz hotovy vyucovaci obsah, ktory je
dostupny z réznych zdrojov.
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e Najjednoduchsie je pouzivat softvér, ktory uz ucitel predtym pouZzival
pomocou projektora alebo v pocitacovej ucebni na pocitacoch.

e Na internete je mnozstvo stranok s vyucbovym softvérom, ich tema-
tika aj didaktické kvality st na rézne tirovni, a naozaj kvalitny softvér
poniika len niekolko veb stranok.

e K niektorym typom interaktivnych tabul je priloZeny softvér, vicginou
nie Specificky spracovany pre predmet, ale univerzalnejsSieho charak-
teru. (mapy, Sablony, podklady, predkreslené tvary...)

Ucitel moze vytvorit vyucovaci obsah aj sam, ¢i v priloZzenom softvéri
alebo v inom zauZivanom softvéri, napriklad v tabulkovom editore, v prezen-
ta¢nom softvéri, pripadne moze vytvorit ilohy v Specidlnom matematickom
softvéri ako je napriklad Cabri, C.a.R., Geogebra, Derive, kresli¢ grafov a
podobne.

Digitalnym vyucovacim obsahom mozno nazyvat aj rézne schémy, ob-
razky, zvukové a obrazové zaznamy, ktoré na interaktivnej tabuli mdZeme
prezentovat, dotvéarat, upravovat a kombinovat s inymi prvkami. Nemé&
zmysel kupovat digitdlnu tabulu ak sa tam budu premietal len textové doku-
menty, alebo prezentacie. Tabula m4 vyznam, vtedy ak je potrebné medzi
jednotlivymi softvérmi prepinat, ak je vhodné do premietaného obrazu niec¢o
dopisat, dokreslit, zmenit alebo dotvorit. Rovnako je vhodné na pribliZzenie
a dotvaranie nedostupnych objektov. Prikladom méZe byt vyhladavanie ge-
ometrickych ttvarov na réznych historickych budovéach aj na neexistujacich
alebo zistenie vzdialenosti dvoch miest, oddelenych jazerom.

5. Interaktivne pracovné listy

Tvorba vlastného vyucovacieho obsahu je zamerana v stcasnosti najméa na
interaktivne pracovné listy. Na obrazku 2 sd uvedené pracovné listy v e-
Beam softvéri s tematikou "algoritmus", boli vytvorené v ramci SVOoC v
r. 2009. Pracovné listy obsahuju motiv "hisenice" v jednotlivych ¢lankoch
htisenice - polickach st umiestnené geometrické utvary réznych tvarov farieb
a ¢iselného oznacenia. Ulohou Ziakov je pozorovat vzor a odhalit pravidlo -
algoritmus, podla ktorého budu doplnené dalsie prazdne policka. Na liste
A pravidlo tvori triedenie ¢isel, na liste B striedanie farieb, na C striedanie
tvaru, ostatné informécie si nepodstatné. Na liste D je vzor vytvoreny
tak, Ze je mozné pokracovat podla ¢isel alebo podla farby. Vyhodou to-
hto stboru je réznorodé didaktické vyuzitie. Pre frontalne vyucovanie pri
zoznamovani sa s takymto typom tloh je vhodné vyvolat Ziakov postupne
aby presunuli jeden z tvarov z hornej casti do volnych policok a vysvetlia
dovod, preco ten by mal byt nasledujici. Ziaci sa pri tabuli striedaju a
ziaci v laviciach pripomienkuji volby spoluziakov. Po pochopeni podstaty
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hry ucitel moze vytvorit skupiny, ktoré maju k dispozicii svoje pocitace a
zdielat jednotlivé listy s roznymi skupinami. Po danom ¢aSe kazd4a skupina
prezentuje svoje rieSenie s zdovodni.
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Obréazok 2 - pracovné harky v e-Beam softvéri, odhalenie algoritmu

Ulohy na obrazku 2D odportacame zadat az v dalsej faze vyutovania,
pripadne len diferencovane. Viaceré skupiny mozu dostat rovnaky list, aby
sa zistilo ¢i nagli rozne rieSenia, pripadne nasli viac rieSeni. U¢itel pozoruje
pracu skupin, ich diskusiu a dohodu o tom, ktoré riesenie buda skupiny
uprednostiiovat.

Posledna tiloha je ukazkou toho, ako moze interaktivna tabul'a prispiet k
zmene vyucovacej metody v silade so zistenim podla [2] "ak ucitelia pouZi-
vaja tabulu dlhodobo a maji podporu, st schopni zmenit svoje vyucovacie
stratégie".

Druhy priklad zmysluplného vyuzitia interaktivnej tabule je pracovny
list na obrazku 3 s témou triedenie Stvoruholnikov. V mladSom gkolskom
veku je dolezité dodrzat postup pri reprezentacii pojmov od skutoénych
predmetov (fyzickd reprezentacia) cez grafické znézornenie (ikonicka repre-
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zentacia) aZz po pouZivanie matematickych symbolov (symbolick4 reprezen-
tacia). V prvych ro¢nikoch sa ziaci oboznamuju so stvoruholnikmi prostred-
nictvom skuto¢nych modelov a triedia len na Stvorce a obdlzniky, pricom
ani nie je nutné aby si uvedomili Ze obe tvary patria do mnoziny $tvoruhol-
nikov. Pocas porozumenia a prehlbovania pojmu mnozina - podmnozina,
celok- Gast je vhodné triedit podrobnejsie a tym si uvedomovat vztahy medzi
§tvoruholnikmi. Dynamicky pracovny list je v tomto pripade vhodnejSou
pomdckou ako napriklad hotovy softvér alebo skutocné predmety. Jednodu-
cho sa daja premiestnit utvary, dokreslit zmenit polohu, alebo vratit utvary
na povodné miesto, pripadne doplnit kontrolny atvar, nie $tvoruholnik. Na-
jjednoduchsie sa vyuziva pri frontdlnom vyucovani. Tu je délezité zdovod-
nenie Ziaka, pre¢o dany dtvar umiestnil prave do daného poli¢ka. Skupinové
vyuzitie je vhodné opét zdielania, v tomto pripade sychronne, tj. vsetky
skupiny dostant rovnaky list a maji umiestnit nezaradené Stvoruholniky
do policok. Prezentacia vysledkov spojend s kontrolou prebieha na interak-
tivnej tabuli.

7= elimem Strapbonk dtvoruboiniiy == |
File  Edit  View . Page Meeiings Help
R P

Rovnobezniky Srrgruhoiniky

Prawouholniky

7P ZAT Bk

Obrazok 3 - pracovny list, triedenie stvoruholnikov

6. Prinos interaktivnej tabule pre zefektivnenie vyucovania

Pokiisime sa sformulovat v ¢om vidime hlavny prinos digitalnej tabule.
NajvyznamnejSim prinosom je motiva¢ny ucinok tabule, zalozeny na tech-
nologii, ktort ziaci pouzivajui aj mimo skoly. Interaktivita- na rozdiel od
premietacieho platna digitalna tabula je interaktivna, mozu zasahovat do
programu jednoduchym sposobom, pouzivanim nahrady kriedy- elektronick-
ého pera alebo aj vlastnou rukou. ZvySuje dynamiku vyucovania, tym, ze
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jednotliva doteraz pouzivané technické moznost{ sa tu objavujt integrovane:
klasickd tabula, premietacie platno obrazovka pocitaca, staci jednoducho
prepinat medzi aplikdciami. Priama manipulacia- hoci deti nemanipuluji so
skutoénymi predmetmi, prichytenie a prestvanie obrazkov dava pocit sku-
to¢nej jednoduchej manipulacia, ¢o ocenuju najmé mladsi ziaci. Narabanie
mySou vyzaduje riadenie na dialku: vykonavaji pohyby na vodorovnej
ploche stola a vysledok sa ukaze na obrazovke, ¢o je pre malé deti namahava
fyzicka i psychicka ¢innost.

Digitalna tabula je predovietkym uéitel'skd pomocka, no uZitocna a efek-
tivna bude len vtedy, ak ucitel zmeni svoje vyucovacie navyky. S digitéal-
nou tabulou moéze byt vyucovanie rovnako nudné a pasivne ako bez nej.
Je potrebné vypracovat metodiku pouzivania tejto novej pomdcky v pro-
gresivnych vyucovacich formach. Na digitalnej tabuli s moZznostou zdiela-
nia je pohodlnejgia organizacie a hodnotenia skupinovej prace. Ulahéenie
skupinovej prace vedie aj diferencovanému vyucovaniu.

Zahrani¢né skusenosti potvrdzuju kladné prijimanie pomécky zo strany
ucitelov aj ziakov, na profesionalite pouzivania ma velky vplyv dizka pouzi-
vania aj podpora nadriadenych. Ucitelia sa citia pohodlnejsie a sebaistejsie
pred tabulou, preto, Ze ju pouzivaju pri priprave a za niekol'ko sektind mozu
otvorit pripravené subory dokonca aj z predchédzajicich hodin.

Nemozno siuthlasit s pouzivanim digitalnej tabule v pripade, ked to vedie
k formalizmu. Treba varovat pred ukézkami pokusov na tabuli, ktoré sa
daju jednoduchymi pomockami urobit v skuto¢nosti. Takymi prikladmi sa
simulacia hédzania kockou, prekladania papiera alebo simulacia kruzidla
alebo z prirodovedy varenie vody a topenie I'adu. Takéto ukazky su pro-
gramatorsky zaujimavé, ale nezabezpecia tie didaktické efekty, ktoré zabez-
pecia ich originaly.

Prispevok bol spracovany ako sucast projektu MS SR KEGA 3/7027/09
Vyucovanie matematiky a prirodovedy pomocou interaktivne; tabule.
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Abstract. The main aim of this paper is the investigation of students’ under-
standing of statistical concepts at secondary school level. Our investigation was
carried through the tasks motivated by secondary school curriculum and based on
report of OECD PISA 2003. At the end we summarize the observations and we
suggest possible improvements in process of data analysis teaching.

1. Uvod

Nasim dlhodobym zédmerom je zlepsit vyucbu statistiky pre technické odbory
na vysokej Skole. K naplneniu tohto ciela pouzijeme metédu znamu pod
nazvom ,Design Experiments® [1]. Téato metoda je zaloZena na iteraciach,
sktsani a tGprave vyucCovacieho procesu, ktory sa kazdym krokom zlepsuje.
V prvom rade je v8ak nevyhnutné zistit stupen aktualnych znalosti Studen-
tov po absolvovani strednej Skoly. K tomuto tcelu sme zostavili test, ktory
zistuje troven vedomosti Studentov v oblasti popisné Statistika. Zamerali
sme sa len na tie vedomosti a schopnosti, ktoré st nevyhnutnym vstupom
k tspesnému zvladnutiu zékladného kurzu Statistiky na vysokej skole tech-
nického zamerania.

Povazujeme za vhodné formulovat v teste otvorené problémy,'® ktoré
st zamerané na intuitivnu aplikdciu znamych pojmov. Pri rieSeni takychto
tloh ma riesitel zna¢ni slobodu. KedZe rozne pohlady na rieSenie vedu k

15problém je otvoreny, ak jeho pociatocna a/alebo cielova situécia si otvorené.
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rozdielnym porozumeniam problému a mézu byt zdrojom roznych vysled-
kov. Tie je v8ak potrebné primerane zdoévodnit. Aj z tohto dévodu riese-
nie otvorenych problémov méze lepsit argumenta¢né schopnosti ziakov [2].
Samotné rieSenia otvorenych problémov umoznuje vyskumnikom lepsie sle-
dovat hibku porozumenia pojmov.

V testoch sa najcastejsie vyskytuju dlohy, ktoré meraji kompetencie v
troch zakladnych drovniach: reprodukcie, prepojenia a reflexie [4].

e Ulohy merajice kompetencie na reprodukcénej trovni mozno opisat
slovami: reprodukcia nauc¢eného materidlu, vykonavanie rutinnych
vypoctov a procedur, rieSenie rutinnych problémov.

e Ulohy merajtce kompetencie na tirovni prepojenia nie st rutinné. Ti-
eto tlohy zvycajne vyZzaduju prepojenie vedomosti z viacerych matem-
atickych oblasti alebo kombinaciu réznych reprezentacii problému.

e Ulohy merajice kompetencie na trovni reflexie vyzaduju hlbsi prienik
do problému, schopnost argumentovat, abstrahovat, zovieobecnovat a
rieSit problém v réznych kontextoch.

Ulohy v teste st zostavené tak, aby ich naro¢nost gradovala. Jednotlivé
schopnosti a zru¢nosti Studentov sii testované na viacerych trovniach.

Pri zostavovani testu sme brali do avahy to, ¢o by Studenti mali vediet
z predchadzajiceho studia ([5]), ¢ uZ zo zdkladnej alebo strednej skoly. Uz
na ZS sa ziaci stretdvaji s pojmami ako Statistické zistovanie, Statisticka
jednotka, sibor, znak, relativna a absolitna pocetnost siboru, aritmeticky
priemer, diagram (kruhovy, stipcovy). Na strednej kole sa tieto poznatky
prehlbuja, pridédvaji sa pojmy ako modus a medién, rozptyl a smerodajna
odchylka Statistického stboru a praca s koreladciami. Ziaci po absolvovani
popisnej Statistiky na strednej skole by mali byt schopni spracovat Stati-
sticky subor, interpretovat dané ¢iselné charakteristiky, posuadit ich vhod-
nost a na ich zaklade formulovat relevantny zaver.

2. Metodologia

Test pozostéval zo Styroch dloh. V tomto ¢lanku podrobne zanalyzujeme
zadanie a Studentské rieSenia iba jednej z nich. Téato tloha z vysSie uve-
denych vedomosti testuje len tie, ktoré st zamerané na schopnost Citat z
diagramu, pracovat so Statistickym suborom, formulovat zaver v kontexte
alohy.

Uloha bola predlozena 99 studentom prvého roénika vysokej skoly tech-
nického zamerania. Na vypracovanie vSetkych Styroch tloh mali Studenti
30 minit. Po ukonceni tohto limitu uz nikto z respondentov nepracoval.
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RieSenia sme rozdelili do troch hlavych skupin: sprdvne riesenie, ne-
sprdvne rieSenie a bez rieSenia. Niektoré rieSenia bolo tazké jednoznacne
zaradit do jednej z uvedenych kategorii. Medzi spravne rieSenia sme zaradili
aj rieSenia s numerickou alebo s inou menej zavaznou chybou v pripade, ak
mySlienka rieitela bola spravna. RieSenie, v ktorom sa spojilo viac ne-
dostatkov sme zaradili do skupiny nespravnych rieSeni.

Uloha:
Nasledujuci diagram zachytava vysledky zapoctovej pisomky v troch skupinach.
Student uspesne napisal pisomku, ak dosiahol asponr 51 bodov.

M skupina A M skupina B [J skupina C

pocet Studentov
S

0-10 11-20 21-30 3140 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100

pocet bodov

Na zéklade diagramu:
a) urCite pocet Studentov v skupine A,
b) uvedte priklad moznych bodovych ziskov Studentov v skupine A,

¢) urcite poradie skupin od najlepSej po najhorsiu. Svoje tvrdenie zdovod-
nite.

3. Analyza tloh a ich rieSeni

Uloha je zamerana na zistenie a overenie schopnosti Studentov &itat zak-
ladné informaécie z diagramu a na ich zéklade volit relevantné kritériu na
formulaciu zéveru. Zacina uvedenim do situécie, pricom jej ddleZitou castou
je definovanie tspesného studenta. Uvodné pokyny st spoloéné pre vietky
podilohy a)—c).

V diagrame st spracované tri skupiny, pricom je zachyteny pocet Stu-
dentov a pocet bodov. Povodny $tatisticky subor (v tilohe konkrétne neuve-
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deny) presiel variaénym triedenim, preto st prvky rozdelené do tried. Vari-
afné triedenie je zauzivané aj vo verejne dostupnych zdrojoch (ako napr.
tlac), doteraz sa vSak Studenti pocas Sttdia nestretli s variaénym triedenim.
Podilohy a) a b) sa zamerne tykaja len skupiny A, pretoze sme chceli $tu-
dentom zjednodusit pracu s datami a urychlit proces zistovania informécii
z diagramu.

V nasledujtcich riadkoch postupne analyzujeme zadanie jednotlivych
poduloh, spravne rieSenia, ale aj nespravne rieSenia, ktoré sme nasli v odovz-
danych pracovnych materidloch.

a) Na zaklade diagramu urcite pocet Studentov v skupine A.

Uloha testuje kompetencie na trovni reprodukcie. Na tejto tilohe je mozné
vyclenit riegitelov, ktori nevedia pracovat s diagramom ani na zékladnej
trovni a nedokézu interpretovat udaje v iom zachytené.

Téato otazka je zamerana na pocet Studentov. Vedie k identifikacii adajov
a k spocitaniu poc¢tu Studentov v skupine A (os y predstavuje pocet Stu-
dentov). Jediné spravne rieSenie je 20. Tak ako sme predpokladali, va¢sina
Studentov tato tlohu vyriesila spravne — 95%, chybné rieSenie sa vyskytlo
len v 4% rieSeni.

b) Na zaklade diagramu uved'te priklad moZnych bodovych ziskov
Studentov v skupine A.

Pri rieSeni sa vyzaduje vytvorenie siiboru vyhovujiiceho danym podmienkam,
¢o je proces opacny k tomu, na ktory st Studenti zvyknuti. Preto tato uloha
nie je rutinna a zaradili sme ju k tloham testujicim kompetencie na tGrovni
prepojenia. Tato tloha je otvorené, pretoze umoziuje niekolko spravnych
rieSeni.

Ulohou studentov je uviest jeden I'ubovolny priklad pozostavajici z 20
moznych bodovych ziskov §tudentov v danej skupine. Jednym z moznych
rieSeni je: 0; 0; 11; 31; 41; 41; 51; 51; 51; 61; 71; 71; 71; 81; 81; 81; 81; 91;
91; 91.

Uvadzame jedno rieSenie spomedzi spravnych (14% rieSeni):

29,3 85 £, 85’,35‘, %, Gt‘i((oo

Obrazok 1 — spravne rieSenie

Vybrali sme rieSenie, v ktorom sa prejavil vyssi stupen abstraktného mysle-
nia riesitela vo volbe $tatistického znaku (stredy intervalov) na reprezento-
vanie jednotlivych tried.
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Z mnozZstva nespravnych rieSeni (47%) usudzujeme, Ze Studenti nespravne
pochopili formulaciu: wvedte priklad moznijch bodovijch ziskov. Slovo priklad
nepochopili vo vyzname vytvorenia konkrétneho Statistického stbor.

RieSenia cCasto obsahovali len jedno ¢islo, ktorym chceli reprezentovat
vSetky prvky daného siboru.

NajcastejSie nespravne rieSenia (uvadzame prepis konkrétneho prikladu
takého riesenia):
e uvedenie celého intervalu (0-100)

e pripadne trocha vhodnejsie rozdelenie na dve casti (0-20 a 31-100)
(pretoze nikto z danej skupiny nedosiahol body v rozmedzi 21-30)

e mozny zisk jedného Studenta (100)
e maximélna mozna suma bodov vSetkych Studentov (2000)

e mozné suma bodov v8etkych studentov (1148; 1330)

Tuto skutoc¢nost sme mohli oc¢akivat, kedze pocas predchadzajiceho
studia sa len velmi zriedkakedy stretavaju s tlohami, ktorych spravne riese-
nie vyzaduje tvorbu Statistického stboru za urcitych podmienok.

Uvadzame jedno z rieSeni, ktoré sme zaradili medzi nespravne, pretoze
neudava priamu odpoved na uvedend otézku. Je zjavné, Ze Student ovlada
¢itanie z diagramu. TieZ je zrejmé, Ze problémom riesitela je volba konkrét-
neho reprezentanta z danej triedy.

dal 20104
1530 —M-10%
WA 2 B1-hpy
A 7 504
Al —>51-60 4
1Al -7 &l-1g
bl > 91-%0
hat . = #1-40 5
il 5 91-wob

Obrazok 2 — nesprévne riesSenie
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Problém vidime predovSetkym v nedostatocnej skiisenosti s pracou s
takymito tlohami. V tejto domnienke nas utvrdzuje aj vysoky pocet stu-
dentov, ktori tito tlohu ani nezacali riesit (39%).

c) Na zaklade diagramu uréite poradie skupin od najlepSej po
najhorsiu. Svoje tvrdenie zddvodnite.
V tejto tlohe je potrebna individualna vol'ba kritéria, t4 je na rieSitelovi
a ovplyviiuje smer rieSenia a aj jeho odpoved. Svoju volbu mé riesitel
aj zdovodnit, preto tloha tieZ zistuje argumentacné schopnosti riesitelov.
Otazka v tejto tlohe je otvorena, testuje kompetencie na trovni reflexie.
Uz pred zadanim testu sme si pripravili zoznam obh&jitelnych kritérii,
ktoré sme ocakavali. Samozrejme sme nevylacili moznost vyskytu aj dalsich
kritérii. V rieSeniach Studentov sme vsak ziadne iné nenasli.
Pri jednotlivych vhodnych kritériach uvadzame struény argument, vys-
ledné poradie skupin a pocet najdenych takych rieSent:
I pocet tspesnych studentov v skupine (CBA - 10%)
IT pomer poc¢tu uspesnych a vSetkych studentov v skupine (CAB - 9%)
IIT pomer poctu tspesnych a neispesnych studentov v skupine (CAB -
1%)
IV priemerny pocet bodov $tudentov v skupine (ACB - 2%)
V pocet netispesnych Studentov v skupine (ACB - 0%)

V tabulke uvadzame strucné vypocty v jednotlivych kritériach:

IAY
I II III A%

min | priemer | max

14 | B=o07 | ¥=233|574]| 615 | 665 |6

16 [ 32=059| P=1,45| 48 | 52,04 |57,04 |11

17 | =071 | ¥=243|51,75| 5583 |6083 | 7
Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Na ilustraciu uvddzame niekol'ko spravnych rieseni.
A=344e3+h +3 -1
ExCailis4+447= 46
C<5y i+ 34212

Obréazok 3 — porovnanie skupin podl'a poc¢tu tuspesnych studentov
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20 4 1ol
Ly, Y2
Sy 701

S =

Obréazok 4 — porovnanie skupin podla pomeru tspesnych a vsetkych studentov

g- 2+ - e - 71
c - 1Th - SO
14 =
R = Lo 1,4

11
P A 2(11'7..
c ¥

Obréazok 5 — porovnanie skupin podla pomeru tspesnych a nedspesnych studentov

A= (2:8)+(1. 1) +(o29) 41350 (LB L 3.88) (1654
1 (3-98)4 (4. 25)4(3-28)= 1220 120 =C18
B= 1405 123 BLO

G 450 120 = ©5,3

Obrazok 6 — porovnanie skupin na zéklade priemerného po¢tu bodov

Uloha je pre studentov naro¢né. Spravnych rieSeni je 22%, nespravnych
rieSeni je 17%, bez rieSenia je 9%. Vo viac ako v polovici rieSeni nie je
uvedené kritérium tspesnosti (52%), hoci v zadani je uvedené ,,Svoje tvrde-
nie zdovodnite“. Nie je mozné presne zistit, ¢i je zvolené kritérium vhodné
alebo nevhodné. Z uvedeného vyplyva, Ze Studenti aj na VS maja problém
s pisomnou argumentaciou, alebo formulovanim vlastnych myslienok.
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Spomedzi nevhodnych kritérii uvadzame najcastejsie sa vyskytujice:
I pocet vsetkych Studentov v skupine,
IT stcet bodov v8etkych studentov v skupine,
III uspesnost skupiny v kazdej triede,. ...

11
I 111
min | priemer max
20 1148 1230 1330 3
B 27 1296 1405 1540 6
24 1242 1340 1460 3
Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9

Q) k= 24440414243+ 1434443
k= 20

) B = 4424242 +44{ 4444411
e 2>

C=243+4+4+5+ 344 + J4)
C -~

- B,C, 4

Obréazok 7 — porovnanie skupin podla poc¢tu vSetkych studentov v skupine

V Ll — &
A o200 |6 |l 10 A ‘M’ 30y '413%
g | w0 |90 |10 | o0 |26D | e | gz |99 100 )~ -
C w60l g e | o [z [ew] 3 vl S

Obréazok 8 — porovnanie skupin podla su¢tu bodov vietkych $tudentov v skupine

010 - AC SK—QO’%B

=90 - C Gh-FO -

2H-a0 - [ 3 A—B0 ’%\C

24 —-L{O R % %‘\"0\0 - A

66 ~ B U-leo ~ &
B C A

Obréazok 9 — porovnanie skupin podla uspesnosti skupiny v kazdej triede
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4. Zaver

Kompetencie studentov na trovni reprodukcie st vysoko rozvinuté, pricom
ich kompetencie na inych drovniach znacne zaostavaju. Studenti st schopni
takmer bezchybne vycitat zakladné informacie z diagramu avSak ich konkrétna
aplikécia je pre nich velmi naro¢né. Prejavuja sa problémy v argumentécii
slovom aj ¢islom a z rieSeni st zrejmé vedomosti len formalneho charakteru.

Schopnosti a zru¢nosti, overované v teste, nie st vyluéne obsahom stre-
doskolskej matematiky, s sticastou prirodzeného logického myslenia. Preto
pre ich rozvijanie by sa mal a mohol vytvorit priestor i v inych stredoskol-
skych predmetoch. Domnievame sa, Ze potom by Studenti boli viac pripraveni
na dalgie studium.

Kurz vysokogkolskej statistiky obsahuje celky ako popisna Statistika,
rozdelenie ndhodnych veli¢in, intervalové odhady, testovanie Statistickych
hypotéz, atd. Na zaklade nasho prieskumu sme zistili, Ze Studentom chyba
hlbsie pochopenie zékladnych principov prace s datami. Na vysokej gkole, v
priebehu jedného semestra, je prakticky nemozné tento nedostatok odstranit,
preto vznika nechceny priestor na rozsirenie formélnych vedomosti zo stred-
nej Skoly.
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Abstract. In this paper we present different views on key mathematical compe-
tences and possibilities of their development through different types of mathemati-
cal tasks. It is appropriate to focus primarily on some key competences among the
varieties of topics included in school mathematics teaching content. In our contri-
bution we focus on Combinatorics and key competence Visualization, description
of mathematical objects and situations, representation.We analyze solution a non-
standard task of combinatorial geometry.

1. Uvod

O kI'i¢ovych kompetenciach sa dnes vela hovori a st na nich rézne nézory.
Kombinatorika, obzvlast kombinatorickd geometria, je pre ziakov narocné a
neobltibené ucivo. Nazdivame sa, Ze v oblasti kombinatoriky je zaujimavé
pozorovat schopnost Ziakov zvolit si vhodnu reprezentaciu. V ucebnici-
ach pre zdkladné a stredné Skoly sa reprezentacii venuje velmi mal4 po-
zornost. Reprezentacia je jednou z 6smych kIi¢ovych matematickych kom-
petencii popisanych v §tadii OECD PISA (Programme for International
Students Assessment). Stadia podéva pohlad na kompetencie z pohladu
troch oblasti a to ¢itatelskej, matematickej a prirodovednej. V roku 2003
sa aj Slovensko po prvykrat zicastnilo tejto Studie, kde hlavnou oblastou
testovania bola matematickd gramotnost. Diskrétna matematika pri tomto
testovani neobstéla najlepsie.

2. Stiadia OECD PISA

Matematickd gramotnost je v stadii OECD PISA definovana ako schop-
nost pouzit nastroje matematiky v readlnom svete a vyuzit ich pre vlastnu
potrebu. Teda predstavuje schopnost Ziakov pouZit svoje matematické poz-
natky pri rieSeni problémov bezného zivota. V mnohych situédciach nie je na
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prvy pohlad zrejmé, Ze by pouZzitie matematickych vedomosti mohlo byt uZi-
tocné pri ich rieSeni. Ziak musi situdciu alebo problém prelozit do podoby, v
ktorej sa ukaze uzito¢nost matematiky. Ak Ziaci nemaju skiisenosti s apliké-
ciou vedomosti z matematiky, nevyuzivaju potencial matematiky pri rieSeni
problémov, s ktorymi sa stretnti. Teda matematickd gramotnost je schop-
nost rozpoznat a pochopit tlohu matematiky vo svete, robit zdévodnené
hodnotenia, pouzivat matematiku sp6sobmi, ktoré zodpovedaju potrebam
zivota konstruktivneho, zaujatého a rozmyslajtceho obcana, t.j. schopnost
objavit matematiku okolo seba.

Pri podrobnejSom opise matematickej gramotnosti Studia rozliSuje tri
zlozky:

1. situdcie alebo kontexty, do ktorych st problémy umiestnené,

2. matematicky obsah, resp. nastroje matematiky, ktoré reflektuji spo-
sob, akym sa na tento realny svet pozerame optikou matematiky,

3. kompetencie.

Zamerajme sa blizSie na tretiu zlozku. Ziak, ktory je schopny tspesne
pouzivat matematiku v roznych situéciach, ma isté matematické schopnosti,
ktorych sthrn mozno povazovat za jeho celkovii matematicku kompetenciu.
Na urcenie a zhodnotenie tychto schopnosti pouziva studia OECD PISA
osem typickych matematickych kompetencif:

e myslenie a usudzovanie,

e argumentacia,

e komunikacia,

e modelovanie,

e polozenie otazky a rieSenie problému,

e reprezentacia,

e pouzitie symbolického, formélneho a technického vyjadrovania a ope-

racii,

e pouzitie nastrojov a pristrojov.

PISA pritom nepouziva testové otézky, ktoré by sktimali uvedené kom-
petencie jednotlivo nakolko pouZivanie matematiky vedie totiz vacsinou k
suc¢asnému pouzitiu viacerych kompetencii. OECD PISA opisuje aktivity
obsahujice tieto kompetencie pomocou troch trovni:

e reprodukéné troven,

e TUiroven prepojenia a

e Uroven reflexie.
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Ulohy merajtice kompetencie na reprodukénej urovni si vyzaduja re-
produkciu nauceného materialu, vykonavanie rutinnych vypoctov a pro-
cedlr a rieSenie rutinnych problémov. Kompetencie na tirovni prepojenia
umoznuji rieSenie tloh, ktoré nie si uplne rutinné, ale obsahuju znédme
alebo pomerne zname prvky. Ulohy spojené s touto troviiou kompetencii
vyzaduja schopnost prepojenia roznych oblasti matematiky alebo pracu s
viacerymi navzajom roéznymi reprezenticiami daného problému. Kompe-
tencie na trovni reflexie obsahuja prvok uvaZovania o procesoch potreb-
nych k vyrieSeniu tlohy. Vztahuju sa k Ziakovym schopnostiam planovat
stratégie rieSenia a uplatnit ich v ulohach, ktoré obsahuju viacej sucasti a
mozu byt originilnejsie (menej zvy¢ajné) v porovnani s tilohami zodpoveda-
jacimi kompetencidm na drovni prepojenia.

3. Kombinatorika

Nazdavame sa, Ze na rozvijanie kompetencii matematického myslenia a
usudzovania, reprezentécie je obzvlast vhodné oblast kombinatoriky. Tak-
tiez je to vhodny tematicky celok na zistenie tirovne argumentécie ziakov,
lebo kombinatorika je neniro¢nd na vstupné vedomosti a teda sa Ziaci
nemodzu vyhovarat na nedostatky z predchadzajiceho uciva. Na druhej
strane na kombinatoriku nadvézuje pravdepodobnost a Statistika. Pri niek-
torych tematickych celkoch je vhodné ak ucitel hned na zaciatku zavadza
znacenie a algoritmus na rieSenie. Je to hlavne tam, kde je znacenie a algo-
ritmus na rieSenie ustalené. Napriklad v matematike je vSeobecne zauzivany
symbol pre séitanie +, tak nebudeme hladat nejaké iné oznacenie. Myslime
si, ze vyucovanie kombinatoriky je vhodné na to, aby sa systém znacenia
a algoritmus nezavidzal hned na zaciatku. Ak sa pri vyucovani kombina-
toriky prili§ skoro zavedie algoritmus alebo systém znacenia, ziaci sa budi
snazit ,napasovat” to na vSetky tlohy a prestant rozmyslat o tlohe. Prave
pri kombinatorike je priestor pre Ziaka zvolit si vhodny systém reprezentacie
daného problému z mnozstva moznych reprezentacii. Kazdy ziak si moze
najst ten svoj sposob ako riesit tlohy, ktoré st pri kombinatorike réznorodé.

Podme sa blizgie pozriet na dve uz spomenuté matematické kompetencie:

1. Matematické myslenie a usudzovanie ktorého stucastou je

e logicky mysliet a usudzovat,

e klast charakteristické otazky: Existuje...? Ak ano, kol'ko...? Ako
najdeme...? a odpovedat na tieto otazky,

e analyzovat, analyticky a kriticky mysliet, vypisovat moZnosti,
skamat, ¢i najdend moznost je riesenim tlohy (Pri vyucovani
kombinatoriky by sme tuto kompetenciu mohli rozvijat napr.
nasledujiicou tlohou: V meste sa naraz stretlo 5 spoluziakov.
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Pozdravili sa podanim ruk. Kolko podani ruk bolo, ak sa poz-
dravil kazdy s kazdym? Rozne pristupy k rieSeniu su na obr. 1),
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Obr. 1 — Konkrétne priklady vypisovania moznosti

e abstraktne mysliet a priestorova predstavivost (Priklad vhod-
nej dlohy na rozvijanie tejto kompetencie: Kolko roznych kva-
drov viete postavit z 20 kociek tak, aby sa vam Ziadna kocka
nezvysila?),

e funkéne mysliet, ale aj mat intuiciu a spravny odhad (Co sa bude
diat, ak v klasickej tilohe o podavani rik pribudne jeden clovek?
A dalsi? Ako sa bude menit riesenie? Ziaci tu mozu odhalovat
iny typ zavislosti, nez na aky st zvyknuti).

2. Znazornovanie a popisovanie matematickych objektov a situa-
cii, reprezentacia ktoré zahina

e zvolit si vhodnu reprezentéciu (Na Dankine narodeniny jej prisli
zablahoZelat 4 kamaratky - Lucka, Lenka, Majka a Katka. Na
zdravie oslavenkyne si $trngli. Kol'ko $trngnuti bolo pocut? V
ulohe vystupuje Lucka a Lenka, teda L nie je vhodné oznacenie),

e dekodovat, interpretovat a rozliSovat medzi roznymi formami zné-
zorfiovania (popisovania) matematickych objektov a situacii, (Je
vhodnejsie zapisovat do riadku alebo do roviny?),

e vyberat medzi roznymi formami znazornovania a prechadzat me-
dzi nimi podla situacie a ucelu,

e popisovat a znézoriiovat matematické objekty a situécie jasne,
stru¢ne, presne, zrozumitelne (na obr. 2 je konkrétny priklad,
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kde ziak zacal vypisovat moznosti a potom uz videl, ako to bude
pokracovat a zmenil formu zéapisu),
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Obr. 2 — Zrozumitelny zapis

e vyhodnocovat informécie kvantitativneho a kvalitativneho charak-
teru obsiahnutych v grafoch, diagramoch, tabul'kéich, atd.,

4. Nestandardna tloha a jej analyza

Studentom vysokej Skoly sme zadali neStandardnti dlohu: Pat a Mat si
kipili novy pozemok. Rozhodli sa, Ze si ho ohradia ozdobnymi zeleno-
bielymi stlpikmi, ktoré majua trochu netradi¢ny tvar - na vrchni stenu
kocky je postavend mensia kocka tak, Ze jej spodné vrcholy splyvaji so
stredmi hran vicsej kocky (stlpik ma teda péf vodorovnych stien, Siestu,
ktora bude v zemi, neuvazujeme). Kolko réznych stipikov si mézu postavit
okolo pozemku, ak jednotlivé steny stlpikov budu ofarbovat bud zelenou,
alebo bielou farbou?

K tlohe nebol obrazok. Zamerali sme sa na schopnost vybrat z textu
podstatné informacie a podla toho si predstavit tvar stipika. Dalsi dovod
pre¢o sme vybrali prave takato tlohu je, Ze nuti riegitela hladat systém
reprezentacie. Ulohu by sme mohli zaradit na troven reflexie. Riegili ju
Studenti matematiky, informatiky a uditel'stva matematiky. Podme rozana-
lyzovat tuto tlohu z pohladu kompetencii, ktoré tloha dominantne rozvija
a z hladiska faz rieSenia ulohy, do akej sa Studenti dostali podla G. Polya:

e Kompetencie matematické pojmy, matematické modelovanie a pries-
torové predstavivost sa rozvijaju pri rieSeni tlohy vo faze porozumenia
tlohe. V tejto faze by si mal student uvedomit: Ktoré stlpiky su
rovnaké? Co je stena stlpika? Kolko stien vlastne ofarbujem?

e Kompetencie tykajlice sa reprezentacie sa rozvijaju vo féze navrh
stratégie rieSenia, kde §tudent hlada vhodny systém na prehladévanie
moznosti.

e Myslenie a usudzovanie je rozvijané vo faze realizacia stratégie, kde
Student vypisuje konkrétne moznosti a zluc¢uje podobné moznosti do
skupin.

e Schopnost analyzy a syntézy a hodnotiace myslenie sa vyuziva pri
faze pohladu spif. Student najdené moznosti ofarbenia spitne pre-
hodnocuje, ¢i tato moznost je spravna a ¢i ju uz niekde neuvazoval.
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Pri analyze riesen{ tiloh sme narazili na zle rozvinuté kompetencie, ktoré
by sme mohli zatriedit do 4 skupin:

1. nepochopenie tlohy - neuvazovali vobec o tom Ze stlpiky majua byt
rozne, alebo ¢o to znamené rovnaky stlpik, pripadne si preformulovali
ilohu na int.

2. zla reprezentacia
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Obr. 3 — Konkrétne Ziacke rieSenie ukazujice zla reprezentaciu. Konkrétne
navrhnuté schéma nevystihuje struktaru telesa.

- nevystihnutie strukttry telesa
- aj ked reprezentacia farieb je spravna

3. dobré reprezentacia ale nesystematické vypisovanie moznosti - teda
nepresktimali v8etky moznosti
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Obr. 4 — Ukazka ziackeho rieSenia na dobru reprezentaciu ale nesystematické
vypisovanie moznosti
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- pohlad zhora - vypisanie vietkych moZnosti
- pohlad zboku - velmi nesystematické a neprehladné vypisovanie
moznosti (zabudol presktimat niektoré moznosti)

4. dobra reprezentacia a systematické vypisovanie

\ \

Obr. 5 — Student analyzoval pohlad zhora a rozdelil si to na 4 skupiny ploch
(vrchna stena, steny malej kocky, steny velkej kocky, zvysok)

Obr. 6 — Dalsie ziacke rieSenie na dobru reprezentaciu

Student najprv analyzoval, ko[ko moZnosti ma na ofarbenie jednej
strany a potom uvaZoval ako moézu byt skombinované (na obrazku je
kazda strana reprezentované inou farbou):

(a) Nech su vsetky 4 strany rovnakeé
(b) Nech méa 3 strany rovnaké a jednu réznu

(c) ...

Ako dalgia moznost by sa dala eSte uviest dobra reprezentacia, ale
vynechanie nejakej moznosti, pripadne zlé spocitanie, ale tdto moZnost je z
pohladu analyzy rieSeni nezaujimava.

Nevyhodou odovzdaného rieSenia tloh je, Ze nevidime v rieSeniach, ¢i
Student prechédzal medzi jednotlivymi reprezentiaciami, aky bol prvotny
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napad a ¢i uZ ten bol ten dobry, kedZe odovzdavaji uz len CGistopis. Prave
tato otazka je zaujimava z pohladu vyucovania kombinatoriky.

5. Zaver

Ucitelia by sa mali pri vyucovani kombinatoriky viac venovat vyberu rep-
rezentacie a vizualizacii, lebo aj pre buducich ucitelov je to problém zvolit
si vhodnu reprezentaciu. Na hodine by mal ucitel dat priestor Ziakom aby
vysvetlili, ¢o a ako si oznacili a pre¢o vobec nieco oznacovat, aka reprezenta-
ciu si zvolili a porovnat rieSenia jednotlivych Ziakov a na tom ukézat, ktoré
rieSenia st najvyhodnejsie a preco.
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Abstract. In this paper we present examples of introducing basic concepts of
mathematical analysis. We especially accent didactical operations wchich have
been used to facilitate understanding of those concepts to students.

1. Introduction

During studying mathematical analysis it is essential to understand and
correct use of concepts such as limit of a sequence, limit of a function,
differentiability and integrality of function. These concepts are not easy
and they cause many difficulties for students. There is a lot of teaching
procedures which are being used to vanquish these difficulties. One of them
is so-called functional method of teaching mathematics.

The foundation of this method of teaching mathematics on different lev-
els of education was elaborate by Z. Krygowska (1977, s. 81 - 129) who based
on results of researches of psychologist J. Piaget. According to H. Siwek
(2005): conception of functional method is fundamental strategy of didacti-
cally proper teaching process - learning of mathematics, but it can be also
easily interpreted as basic strategy of discovering and creating mathematics
by students.

Using this method of teaching gives an opportunity to form different
elements of mathematical activity. We can assume that building up these
activities by learners is one of important goals of mathematics teaching
(Krygowska 1986).

We can distinguish three levels while developing concepts with use of
this method:

- level of concrete activities,
- level of concrete - imaginative activities,

- level of abstract activities.
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Researches on methods of mathematical analysis teaching are also car-
ried on at Slovakia and Czech Republic. We should indicate on important
results gained by J. Fulier (2001), J. Fulier, J. Gunéaga (2006), J. Guncaga
(2001), J. Guncaga, J. Fulier, P. Eisenmann (2008).

Number of value ideas of developing of basic mathematical analysis con-
cepts are contained in lectures by I. Kluvanek (2006, 2007).

2. Examples of forming chosen concepts of mathematical
analysis

Mathematical analysis classes on different levels of education are great
opportunity to developing definitions of basic concepts, discussing examples
and counterexamples and proving number of properties of these concepts.
During the classes, aside from solving computing tasks, students have op-
portunity to gain an insight of these concepts. It is favored by functional
method of teaching.

This method at the level of concrete activities requires solving a few
computing task. Its amount do not have to be extensive because access
to multimedia agents, such as computers or graphical calculators, pushes
into the background necessity of exercising computing skills. Nonetheless,
the selection of tasks should make them useful to extend the concept at
higher levels of cognition. Let us observe that process by concerning below
examples.

ExXAMPLE 1.

Limit of a sequence is elementary concept of mathematical analysis.
Convergence of the sequence a,, to finite limit g € R is stated to students
as belonging of almost all terms of this sequence to arbitrary neighborhood
of number g.

Forming of this concept using the functional method of teaching require
- at the level of concrete activities - to compute such type of tasks:

- Indicate neighborhood of given figure with indicated radius in set of
real numbers with plain metric.

- Investigate how much terms of given sequence is in neighborhood of
given number with indicated radius.

- There is given the sequence a,, and some real number a. Indicate such
neighborhood of this number that almost all terms of sequence do not
belong to it.

- Indicate such neighborhood of number a mentioned in previous task
that infinitely many terms of considered sequence a, belong to this
neighborhood but not almost every terms.
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- For unlimitedly settled neighborhood of some real number indicate the
example of sequence which fulfill one of following conditions: almost
every terms belong to this neighborhood, only finite number of terms
belong to this neighborhood, infinitely many terms belong to this
neighborhood.

In these tasks, both the number and the radius of the neighborhood,
at the beginning should have a form of particular values which afterwards
should be replacement by letter symbols. By investigating particular exam-
ples students learn to differentiate if the given number can be a limit of the
sequence.

At the level of concrete - imaginary activities there can be achieved
proofs of convergence of sequence a,, to limit g starting with severely easy
examples which require only to solve the inequality

‘an_g‘<€

and then to investigate if for any ¢ almost every natural numbers belong to
the solution of this inequality.

Afterwards, the examples should be enriched with such sequences that
it will be suffice to estimate difference |a,, — g| instead of solving mentioned
inequality.

At the level of abstract activities we propose to students proofs of vari-
ous qualities of convergent sequences. While exploring theorem concerning
operations in the set of convergent sequences, students on the one hand
learn techniques of achieving proofs with use of sequence limit definition
and on the other, they discover important tool to indicate the limit of var-
ious sequences.

At this level we can also introduce the concept of divergence of the
sequence to the infinity and discuss indeterminate forms.

Next elementary concept of mathematical analysis is limit of a function
at a point.

ExXAaMPLE 2.

The idea of introducing this concept for real function is - in its foun-
dations - similar to functional method of teaching and it was described in
paper by Z. Powazka and J. Tabor (1988). In this example let U be a
neighborhood of real xg and let V be U \ {zo}, where z¢ € R.

At level of concrete activities there are indicated neighborhoods of var-
ious points which belong to the axis. Also here we indicate neighborhoods
and neighborhoods of —co or 4+00. At this level there are also exercised
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different notation methods of neighborhoods of unlimited elements which
belong to extended set of real numbers.

The next step contains exercises of finding neighborhoods of any point
of numerical axis, which are part of inverse image of appropriate neighbor-
hoods of a function f. After these didactically operations one defines general
neighborhood-based definition of limit of a function at a point. Thereafter
this general definition is specified according to particular circumstances.

In this development definitions of finite and infinite limit of the sequence,
correspondingly in R and R U {—o0,+o0} are particular cases of general
definition of function limit.

ExaMPLE 3.

Interesting didactically solution for introducing the concept of limit of
the function at a point is to prior define the concept of the function conti-
nuity. Then, investigation if the function has a limit in point xy amounts
to give answer to the question about existence of continual protraction of
given function to the set which is domain of this function extended by point
xo. This idea is described in textbook by I. Kluvanek (2007). ). Examples
of tasks which could be use for functional develop of this concept are con-
tained in book by J. Guncaga, J. Fulier, P. Eisenmann (2008). We can also
find there results of researches upon didactically mileage of this method.

Example which appears below presents different idea of introducing the
concept of limit of the function at a point. It is less time-consuming but it
requires use of some concepts which do not appear in current curriculum of
math teaching in middle school.

ExXAMPLE 4.

Different conception of introducing definitions of limit and continuity of
the function is earlier development of metric in unlimited set concept and
afterward development of concept of convergence to the metric.

In this case, at the level of concrete activities there should be worked out
task in which there are examined examples of different metrics, in particular
metrics in sets R and R U {—o0, +0o0}.

Then, there should be defined convergence to metric, in general and in
particular cases. These deliberations can be conceded as concrete - imagi-
nary activities.

At level of abstract activities there are achieved proofs of theorems rel-
evant to properties of the concept of function limit which are true in all
models. Then, there are discussed particular cases.

Each of these solutions has advantages and disadvantages. Choice of the
particular didactically situation should depend on meritorical background
of students and pupils.
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We can also use functional method of teaching to develop other concepts,

e. g

differentiability of the function (Guné¢aga, Powazka 2006), measure

and integrality of the function (Powazka 2009).
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Abstract. One of fundamental part of maths teaching is teaching of reasoning.
Reduction is a method "moving from end to beginning". It is very useful in process
of solving mathematical problems, but it’s hard to teach reduction in natural way
at school. Maybe special kind of maths problem can help with it. Educational
computer game can be such problem. It can discreetly provoke situation, when
pupils discover reductive method to win the game. In this article I'll show results
of research over use of educational computer game for forming reductive reasoning
at school (10 - 14 years old pupils).

1. Introduction

We have been living in a world that makes us more and more addicted
to the surrounding Information Technology. Computers have already been
used in every field of life. Their role in education has also become crucial.
Teaching of mathematics with the use of computers is the subject of many
discussions conducted both by teachers and educators. There has been some
research on various problems connected with functioning of computers in
the teaching process. My research concentrated on the discovery of the role
they have in the process of forming reductive reasoning.

In the process of teaching mathematics one can distinguish, with a con-
siderable simplification, four components: forming of mathematical terms,
task solving, mathematical reasoning, establishing mathematical language.

Math is associated with tasks solving. There is a lot of true in this sen-
tence, because tasks played, play and will play in teaching of mathematics
fundamental part.

There are many different classifications of mathematical tasks in litera-
ture [1], [2], [7], [10]. In all of them "didactic games" are displayed as sep-
arate type of tasks, which however can realize the functions of others types
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of math’s tasks. This is one of basic property of didactic games which can
be used as training tasks, math’s problem or educational "provocation". ...

What is it the game? We can use notion of game as the action (the
moves) executed by playing persons or teams (at least two), peaceably with
settled forward the rules, which is the aim victory of one of playing persons
(one of teams) [4].

Didactic game is a specific game, which bases on basic function of the
child’s psyche, on need of play and this game influences on his intellectual
actions consciously [3].

Rules of didactic game characterize, that:

e realization of move peaceable with rules of game requires the realiza-
tion the operation, which capture is the aim of teaching,

e every evaluation of strategy of game is connected to discovery of prop-
erty or dependence, which perception is the aim of teaching [9].

The utilization of the games is one of methods to make pupils more inter-
ested in mathematics, which inflicts, that their approach to this "difficult"
subject becomes positive. This positive putting is the essential element of
didactic success.

Currently didactic games, as a method of education, became more popular
at schools. Usage such games has three main functions:

e motivating to undertake intellectual effort,
e didactic, they teach contents and the methods of mathematics,

e educational, they teach rules of team’s work [4].

Mathematical didactic games have well-chosen mathematical contents
and constructed principles of them lead to mathematical activities. Addi-
tionally they introduce element of rivalry.

3. Reductive method

Reductive method called also reduction is a method "moving from end to
beginning". It is very useful in process of solving mathematical problems.
In this method we start from the point we want to prove, from the question
which was put in the task. Answering the question: "what would it sufficed
to know...?7, we formulate next questions, easier and more easier, answers
of which would lead us to the solution of the task. Proceed until we got
question, which is obvious to us [7].

We resolve the task on numbers of the different tasks which lead to the
solution of the task from which we went out on the beginning.
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"The scheme of the reductive reasoning is following in the case of the
argumentation of statements. If by F' we mark foundations, and by T - the
thesis, then we will for such conditions:

Ty, To,y .. To,Ti = T, T = T1, T3 = To, ..., Ty = Ty and F = T,.

At last, so every step of such reasoning is the formula of sufficient condi-
tion for the thesis, or different the already received condition with regard of
the foundation of the statement, received postulates, definition and state-
ments" [6].

This method ought to be teaching not by standard demonstration, but
across creation such situations in which this way of thinking can appear
spontaneously or it can be discreetly provoked by teacher’s question. Re-
duction should be taught early, in such situation emerges in the natural
way from the constructed suitably didactic situation so it would be compre-
hensible and accessible for pupils. The game Maths Meadow attends this
postulate.

4. Maths Meadow - example of reduction game

Maths Meadow is Flash based computer didactic game for two players. If
there is no real opponent computer plays as the second player. The game
consists in flying over flowery meadow. There are two different boards -
named Meadow (figures 1 & 2). Both players control one pawn - Bee, and
each make one move (one jump to the nearest flower) per turn. There is
Bee on very bottom flower at the beginning of the game. Arrows show all
possible moves. Winner is this player who reach the hive (at the top of each
board).
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Figure 1 - Meadow 1 Figure 2 - Meadow 2
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5. The winning strategy

Everyone who plays a game wants to win. This intention of winning the
game is good situation for discovering reduction reasoning. Why ?

Game seems to be easy. Starting position is the first flower at the bottom
of the board (it’s marked with "S" on the picture 3 & 4). The goal of the
game is to reach the hive (at the top of the board - "F" on schema). But
how should we play to manage to do this? There is winning strategy for
both of boards.

By winning strategy we understand such a plan of proceeding, which lead
us to victory independently on partner’s movements. Player must uncover
and use them to win in whole game. To do this he must answer the question
"Where I have to put Bee to be sure that in my last movement I will reach
hive (I will put Bee on finish line)?" Let’s look how he might discover the
winning strategy for left board (picture 3).

Figure 3 - Meadow 1 Figure 4 - Meadow 2

The correct answer for that question is "I have to put Bee on flower
marked as "A" at the top of the board". New question appears immediately
"what should I do to put it over there?" And now player must discover that
the fundamental point for this is to take position on one of flowers marked
as "B" or "C". "But how to get to this position?" Strategic point for this
situation is the next flower "D". The next step of reduction indicate next
flower "E". The last question "How to made to put Bee on flower "E"?"
is trivial, because "when I start I can move pawn to that position". Player
finishes all steps of reduction and find out full winning strategy for left
board. Those, who will begin game have to put Bee on flower "E" and next
jump to lucky flowers "D", "C" or "B", "A" and finally reach hive (marked
as "F"). The player who begins as second should try to occupy any of the
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above flowers. It is possible in case, when the opponent doesn’t apply the
winning strategy.

Now let’s look at the next board (Meadow 2 - picture 4). There are
only four differences between them - opposite directions of three arrows and
absence one middle arrow. But it changes the winning strategy.

The series of analogical questions allow to discovery which flowers are
"the way for victory" (fields marked on scheme). The first lucky flower is
just field marked "O". But there is new element on this board - loop. Then
opponent puts pawn on flower "X" and player who knows winning strategy
can turn back to flower "O" and he will win. Another important fact is that
there is no symmetry on this board. It’s easy to explain why flower marked
as "?" doesn’t guarantee the succeed and flower "O" does.

As we can see game Maths meadow requires strategic and logical think-
ing. To win, player has to uncover winning strategy.

Using deduction to discover strategy is hardly useful, because there are
too many paths to analyze (over 150 ways to go from beginning to the end).
But if we use reduction we will solve this problem quickly. The reduction
is very attractive and effective method in this situation.

So, is it proper to think, do pupils will discover strategy playing the
computer game by reduction?

6. Research and some conclusions

The research has been applied to 164 pupils 10 - 14 years old - 76 boys and
88 girls (there were only one 9 years old and one 15 years old).

They all played couples so many times and as long as they want. They
were observed and additionally all they did was recorded as films (this way
gave next materials for analyse). Research based also on special prepared
questionary.

There are results of pupils" observations in table 1.

Meadow 1 Meadow 2
Age 9 10 11 12 13 14 15 All 9 10 11 12 13 14 15 All
Full stategy 0 0 0 2 0 d, 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
Incomplete strat | 1 1 i 2 9 8 0 22 0 0 0 3 3 i 0 7
LLucky flowers” 0 0 7 3 6 7 0 23 0 0 1 3 5 3 0 17

e e e B o e e e B

Table 1
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They are based on questionaries in which pupils had to evaluate themselves.

If we compare "how pupils claimed" in questionary and "how they
played" (table 2) based on analysis of collected materials (recorded films)
we formulate surprised conclusion: pupils had applying the strategy
insensible! They played right flowers, but they didn’t know it’s strategy.

Meadow 1 Meadow 2
Age 9 10 [ 11 |12 | 13 | 14 | 15 Al 9 | i |11 |12 [13 | 14 | 15 J Al
Full stategy 1 0 0 3 7 5 0 16 0 0 0 0 1 1 0 2
Incomplete stratec | 0 1 17 | 7 16 9 0 50 0 1] 3 5 7 0 0 15
L Lucky flowers” 0 4 19 (20 [13 |22 |0 |78 0o |1 |16 |10 [16 |23 |0 66
%
Table 2

Let’s sort the same data from analysis of films by school classes (Meadow 1
- figure 3, Meadow 2 - figure 4).

Kiazad

Figure 5 - Meadow 1

Few more conclusions can be formulated:

The winning strategy for Meadow 1 has been easier to discover then
the other one. In this situation the first strategy seems to be some kind of
epistemological obstacle [8]. Pupils who had found the winning method for
Meadow 1 had problems with discovering next one.

If we concentrate on Meadow 1 we’ll observe:

o ~45% of each class (primary school and secondary school) noticed
lucky flowers - they observed: If I put Beep on this flower I'll win.
They didn’t make any reasoning for this fact, just observation.

e ~33% of each group - find out incomplete strategy - it means they
forgot about one flower (most often the first - the very bottom one -
the last step of reasoning).
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e ~15% of oldest classes (6th primary school and 1st secondary school)
discovered full strategy (full reductive reasoning).

e Significant majority of all pupils discovered at least lucky flowers on
first board.

The analysis of recorded films shows that quite a lot of pupils solved this
problem in both cases (on both boards):

IV SP (4th primary school) - ~30%,

V SP (5th primary school) - ~56%,

VI SP (6th primary school) - 50%,

I Gimnasium (1st secondary school) - ~94%.

Additional from observation two more conclusions can be formulated:
e Pupils cooperation has been better way to discover winning strategy
than their contest.

e Weakest pupils learned more observing opponents. It helped them to
find out the right way of reasoning.

Described game Maths Meadow is a part of collection of math’s didactics
games. Working over such project we realize that this product is dedicated
for children. Well-made educational game can become an object of interest
even of the most demanding player. Under colourful, breath taking graphic,
interesting music and the sound effects, in easy way we can smuggle mech-
anisms responsible for formatting logical and creative thinking as well as
skill of discovering the strategy.

The desire of victory is natural helping factor for uncovering winning
strategy. It seems, that such didactic games are proper for pupil indepen-
dently of age. Results of researches show, that suitably constructed games
can help in teaching reductive reasoning. At the beginning the pupils play
without any analisation of situation. However, after several played parts
appears question: what should I do to win? This the motivates to analyse
next steps of the game and search for strategy which allows winning. Strate-
gic games used in didactics have to be always adapted to child’s intellectual
possibilities.

The research has showed, that it is possible and may be effective to
teach reduction from 10 years old. Educational games help to develop way
of thinking which should be the basic aim of education at school, but it is
not possible without general introducing computers. The computers allow
teaching in a way that was unavailable up to now.

Maths meadow is example of such game, which we can use to teach re-
duction, starting from 10 years old pupils of primary school. Experiences



162

Tadeusz Ratusiniski

gained during the process of searching winning strategy in suitably con-
structed game are highly valued. In the future they can became the starting
point for systematic learning of using reduction in other situations [5]. In
this way it is easier to transfer this method to solve different problems, and
at last, to understand and realize the generality of reductive method in the
future by older pupil.
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Abstract. The paper deals with a need of lifelong learning mathematics teachers
in the field of school education programs. The goal of the article is to propose
criteria for the creation of training programs for teachers of Mathematics.

Tesne pred zaciatkom Skolského roka 2008/2009 boli uéitelia zékladnych a
strednych §kol postaveni pred nelahkt tlohu - vypracovat skolské vzdela-
vacie programy (SKVP). Aj napriek tomu, Ze Zékon 245/2008 Z. z. v §7
definoval poziadavky na Skolské vzdelavacie programy, Ze bola vypracované
a zverejnena podrobna metodika tvorby SkVP a organizovali sa hromadné
informativne stretnutia riaditelov a ucitelov §kol, mnohi nevedeli ¢o sa od
nich ocakéva. Len malokto z pedagogickych zamestnancov vedel ¢o gkolsky
vzdelavaci program je a ako treba postupovat pri jeho tvorbe.

PodTla (1) jednou zo zasad pre tvorbu SKVP je to, ze "pre tvorbu SkVP
vyuZiva Skola volitelné hodiny a pripravuje si vlastny ucebny plan"(1). Skola
moze vyuzit volitelné hodiny niekolkymi spdsobmi. MéZe ich vyuzit na
rozvoj kompetencii Ziakov, na zvySenie casovej dotéacie povinnych predme-
tov bez rozsirenia uciva, alebo s doplnenim rozsirujiceho uciva, pripadne na
vyucovanie novych predmetov. Nedostatok ¢asu ale hlavne to, Ze doteraz
boli gkoly a ucitelia iba realizatormi Statom predpisaného kurikula a nie
jeho tvorcami, bolo zrejme pri¢inou toho, Ze pri tvorbe SKVP si mnoho skol
zvolilo ti najjednoduchsiu cestu - posilnit ¢asovi dotaciu povinnych pred-
metov bez rozsirenia uciva. Tato forma vyuZitia volitelnych hodin kladla
na uditelov najmengie naroky. Najdolezitejsie bolo dohodnit sa, ktoré pred-
mety a akym poc¢tom hodin posilnit. Potom uZ nebolo velkym problémom
pretransformovat SVP do SKVP. V sposobe vyucovania, nie len matematiky,
sa vSak va¢sinou ni¢ nezmenilo.
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Do zlozZitejSej situécie sa dostali Skoly, ktoré sa rozhodli posilnit ¢asova
dotéciu povinnych predmetov s doplnenim rozsirujiceho uciva, a najma tie,
ktoré sa rozhodli vyuzit volitelné hodiny na rozvoj kompetencii alebo na
vyucovanie novych predmetov. Tieto S8koly museli vypracovat vlastné SkVP.
Tvorba kvalitnych vzdelavacich programov si vSak vyzaduje od uéitelov
ziskanie novych kompetencii.

Bolo by velmi dobré, keby uditelia matematiky, aj vzhladom k tomu,
ze tyzdenna Casova dotacia vyucovacich hodin v rAmcovom uc¢ebnom plane
ICSED 1 - 3A bola oproti predchadzajicim u¢ebnym planom zniZené, nebo-
jovali iba o zvySenie po¢tu vyucovacich hodin matematiky, ale aby dokazali
vytvorit vlastné vzdelavacie programy, ktoré budi podporovat rozvoj ma-
tematickej gramotnosti ziakov.

Podl'a zakona 245/2008 Z. z. §7 ods. 4 skolsky vzdelavaci program obsahuje:
a) nazov vzdelavacieho programu,
b) vymedzenie vlastnych cielov a poslania vychovy a vzdelavania,
c) stupen vzdelania, ktory sa dosiahne absolvovanim Skolského vzdela-
vacieho programu alebo jeho ucelenej ¢asti,
vlastné zameranie skoly,
dlzku studia a formy vychovy a vzdelavania,
ucebné osnovy,
ucebny plan,
vyucovaci jazyk podla §12,
sposob, podmienky ukoncovania vychovy a vzdelavania a vydavanie
dokladu o ziskanom vzdelani,
j) personélne zabezpecenie,
k) materidlno-technické a priestorové podmienky,
1) podmienky na zaistenie bezpenosti a ochrany zdravia pri vychove a
vzdelavani,
m) vnatorny systém kontroly a hodnotenia deti a ziakov,
n) vnutorny systém kontroly a hodnotenia zamestnancov $koly,
o) poziadavky na kontinualne vzdelédvanie pedagogickych a odbornych
zamestnancov (2).

Za najdolezitejsie, vo vztahu k Strukture vzdelavacieho programu, jeho
tvorbe, realizicii a hodnoteniu, sa javia kompetencie, ktoré v ramci kom-
plexného pohl'adu na kompetencie a sposobilosti u¢itel'a uvadzajiu Kasacova
a Kosova:
e identifikovat psychologické a socidlne faktory ucenia sa Ziaka - poznat
teorie ucenia, poznat, diagnostikovat a vyuZivat individudlne ucebné
Styly v zdvislosti od psychickyjch, fyzickijch a socidlnych podmienok,
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o mat schopnost planovat a projektovat vijucbu - vediet tvorit a realizovat
strednodobé a krdtkodobé edukacné plany, projekty, edukacné situdcie
s ohladom na skolskiy program a individudlne potreby Ziakov,

o mat schopnost stanouvit ciele vyucovania orientované na Ziaka - poz-
nat cielové poZiadavky vzdeldvania a vymedzit ich v podobe ucebnijch
poziadaviek na Ziaka,

e mat schopnost psychodidaktickej analyjzy uciva - poznat a vediet usku-
tocnit didaktickd analijzu uciva, vybrat zdkladné a rozvijajice ucivo v
sulade s edukacnymi cielmi a vzdeldvacimi potrebami Ziakow,

e mat schopnost vijberu a realizdcie vyucovacich foriem a metdd - poznat
a efektivne pouzZivat metddy a formy podporujice aktivne ucenie sa
Ziaka,

e mat schopnost hodnotit priebeh a vysledky vyucovania a ucenia sa Ziaka
- poznat spdsoby hodnotenia, vediet stanovit kritérid a hodnotit Ziakov
vzhladom na ich individudlne odlisnosti,

o yytvdrat a vyuZivat materidlne a technologické zdizemie vyucovania -
tvorit a vyuzivat didaktické pomocky, médid, IKT v edukacnom pro-
cese,

e mat schopnost ovplyviiovat persondlny rozvoj Ziaka - poznat, aplikovat
stratégie persondlneho rozvoja Ziaka (sebapotiatia, sebaddvery, sebareg-
uldcie), oceriovat persondlne sposobilosti Ziaka (3).

Urcite nikto nepochybuje o tom, Ze ak ma uditel ziskat uvedené kompetencie
je potrebné aby sa vzdelaval.

Stidiom odbornej literattury, pasivnou tcastou na prednaskach moze
ucitel ziskat potrebné teoretické vedomosti o postupoch pri tvorbe vzdela-
vacich programov, roznych teéridch ucenia, diagnostikovani ué¢ebnych stylov,
planovani a projektovani vyucby, cieloch vyucovania, psychodidaktickej ana-
lyze uciva, roznych formach a metédach vzdelédvania, spésoboch hodnotenia
priebehu a vysledkov vyucovania a ucenia sa Zziaka. Aj najlepSie teoreticky
vybaveny ucitel v8ak len tazko vytvori vzdelavaci program bez toho aby
mal moznost sa to skutocne naudit.

Dalsie vzdelavanie uéitelov je potrebné realizovat tak, aby napliialo pozi-
adavky tvorivo - huméannej vychovy a vzdeldvania. Iba ucitel, ktory méa
moznost vzdelavat sa v sulade s hlavnymi principmi humanistického pris-
tupu vo vychove a vzdelavani bude schopny tieto principy respektovat pri
tvorbe a realizécii vlastného vzdelavacieho programu. V dalsom vzdelavani
uditelov je délezité vyuzivat také metody a formy, ktoré ucitelom poskytnii
dostatok priestoru pre ucenie sa, aktivitu, skupinova pracu, kooperaciu pri
uceni sa a komunikaciu. Ak ma byt vzdelavanie ucitelov zaloZené na ich ak-
tivnom uéeni sa, nemoze byt realizované masovo formou prednésok. V praxi
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by sa to malo prejavit tak, Ze seminare nebudd organizované pre viac ako
dvadsatpit ucitelov v jednej skupine.

Tvorba skolskych vzdelavacich programov si vyzaduje spolupracu vset-
kych ucitelov skoly. Vzdelavacie programy, ktoré by rozvijali kompetencie
uditelov matematiky v oblasti tvorby vzdelavacich programov na rozvoj
matematickej gramotnosti ziakov by nemali byt urcené iba pre uzavretu
komunitu ucitelov matematiky. Je vhodné cielova skupinu uéitelov ma-
tematiky rozsirit aj o ucitelov inych predmetov (fyzika, chémia, biologia,
geografia, slovensky jazyk), pretoZe rozvoj matematickej gramotnosti nie
je mozné bez rozvoja citatelskej a prirodovednej gramotnosti. V ramci
takto realizovanych vzdelavacich programov budii mat uéitelia moznost
spolupracovat, komunikovat a tak hladat to, ¢o je v jednotlivych predme-
toch spolo¢né. Takato spoluprica im umozni nadobudnit nadpredmetovy
pohlad na vzdelévanie a na rozvoj kompetencii Ziakov, ¢o uréite prispeje aj k
l'ahSej integracii prierezovych tém do vytvorenych vzdelavacich programov.

Zaver

Za zékladné kritéria, podla ktorych by mali byt vytvorené a realizované
vzdelavacie programy pre ucitelov matematiky povazujem tieto:
e cielova skupina - uditelia matematiky aj ucitelia inych predmetov,
e metdédy a formy - podporujice aktivne ucenie sa, eliminovat pred-
nésky,
e obsah - tvorba vzdelavacich programov,
e vystupy - konkrétne nadpredmetové vzdelédvacie programy zamerané
na rozvoj nielen matematickej gramotnosti ziakov,
e organizicia - skupiny uditelov s max. poc¢tom 25 ucastnikov (pocet
ucastnikov z jednej gkoly 2 - 3).
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Abstract. The paper presents research result conducted at lower secondary school
level focusing on the language aspects of the initial phase of implementation of the
CLIL method into mathematics lessons.

1. Introduction

It is generally acknowledged (Ellis, 2002; Gay, 1988; Darn, 2006) that for-
eign (second) languages are most effectively learnt in a context which is
meaningful and interesting for the learners. This key fact makes language
teachers and methodologists think about the importance of the context and
about possible authenticity brought into the learning process. The effective-
ness of the usage of a second language as a medium to convey informational
content of interest and relevance to the learners has become a rationale
underlying content-based second language learning and teaching.

Nowadays, there is clear evidence of stressing general knowledge of for-
eign languages in today’s society. There are many ways and possibilities of
supporting foreign language teaching and learning, but one of them which
is more and more often used at lower and upper secondary and university
level is the Content and Language Integrated Learning (CLIL) method —
teaching a non-language subjects in a foreing languge.

The curricular reform taking place in the Czech Republic, which allows
elementary and secondary schools to make their own school curricula, use
new teaching methods and be out of the mainstream in order to become
more attractive for prospective pupils and students and their parents, en-
ables schools to implement the CLIL method. However, there are different
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reactions and attitudes among teachers, as some of them think that such
teaching is very demanding for pupils, it requires very good knowledge of
English for both students and teachers, and that such teaching would not
be possible to carry out within the current curriculum. On the other hand,
some teachers thought that teaching in a foreign language could be inter-
esting, motivating and they would like to try it within their mathematics
lessons.

There are no doubts that to implement this method of teaching at lower
secondary level is not always easy, as the creation of a suitable environment
for such teaching is affected by many factors. The language competence
of participating students, the language readiness of the teachers, and the
willingness of the school management to support this teaching method at a
particular school are some of many. However, CLIL can unlock a number of
doors which hinder an institution’s potential for growth. But precisely how
that could happen depends on the local circumstances (Marsh, Marsland,
Stenberg, 2001, p. 28.) This paper outlines experience with the use of
foreign (target) language in the initial phase of implementation of the CLIL
method into mathematics lessons.

2. Experimental Teaching

The experimental teaching was conducted in Zékladni skola Matice Skol-
ské in Ceské Budéjovice where one class of Year 8 participated in the ex-
periment. The mathematical topic of the experimental teaching was the
Pythagorean.Theorem and the experimental lessons were video-recorded.
The camcorder recorded mainly the happening at the blackboard and the
presentation of the teacherexperimenter which had been permitted by the
school headmaster. Using the record of the lessons, the utterances of the
teacher-experimenter and some of the students was transcribed and after-
wards analysed. The attention was paid mainly to the proportion of the
target language, the way the teacher-experimenter used the code-switching
and the target language’s grammar and vocabulary features of the presen-
tation.

It is crucial to say that the findings of the conducted experiments can
be generalized only to a certain extent as the participating pupils, students,
their teachers and the teaching environment are always unique and specific
and should be understood that they can only indicate general conclusions.

3. Research Outcomes

During the experimental teaching, the pupils accomplished all the assigned
tasks and co-operated with the teacher-experimenter at usual level, and
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their mathematics teacher did not notice significant changes in the pupils’
behaviour. The language background of the CLIL method inmplemented in
mathematics lessons could be described from several point of view. Form
the grammatical point of view, the teaching consisted of basic grammatical
elements and was adequate to the pupils level of English.

The mathematical vocabulary numbered 24 new specialised words in
the presented topic which were well acquired by the pupils. The teacher-
experimenter managed to cover the mathematical topic using the target
language in 76 percent of all utterances — either only in English or together
with the same Czech translation. It represents a large cover of the presented
topic in the target language. Teachers’ worries about the implementation of
the CLIL method in lessons of mathematics can be seen as odd. The con-
ducted research showed it is possible to implement successfully the CLIL
method within the given time allocation devoted to mathematics at partic-
ular educational levels without increasing the number of lessons.

Concerning the language level, the target language used by the experi-
menter at the lower secondary level corresponds with the language reference
level of B1 and the level of the pupil was at level Al. Teachers should not
be afraid to switch between the mother tongue and the target languages. In
the initial phase of the implementation it is unavoidable. The analysis of the
functionality of the code-switching of the experimenter concluded that the
functions formulated by Sert (2005) and Cook (1991) are rather insufficient
and that the code-switching have also other functions. The experimenter
switched the code when asking for comprehension, explaining the context
such as history, or for summarizing what has been explained in the target
language.

However, even though the code-switching is used for several reasons, it
is still possible to cover a significant part of lessons of mathematics in the
target language and meet the criterion for CLIL teaching. Teachers should
consider code-switching as a helpful tool.

The experimenter tried to get the pupils involved in the process pos-
ing simple questions asking them to answer in the target language. The
questions were primarily focused on:

e the reading of numbers (How do we read this number?, How many
intersections do we have?, How do we read 62 4+ 82 = 102 7),

e the English alphabet (e.g. What is the name of the triangle?, Which
side of the triangle is the hypothenuse?, Which triangle is right-
angled?),
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e inquiry questions (e.g. Do you agree?, Do you understand?, Is it
clear?),

e and calculations (e.g. How much is five squared?, How much is the
square root of 817).

The last language feature examined during the language analysis focused
on the followup reactions on the teachers prompts. The experiment showed
that about 59 percent of the responses to the questions posed by the teacher-
experimenter in the target language were responded also in the target lan-
guage. Therefore, teachers should pose questions to their pupils and stu-
dents in the target language, as it seems that it is an effective tool to make
them also respond in the target language.

The interviewing of two randomly chosen pupils which was focused on
the identification of possible problems with understanding both the English
language as well as the mathematical matter showed that the pupils almost
every time did understand the mathematical matter. The different situation
was with the understanding of English. In a half of the cases pupils admitted
that they had problems to understand certain parts of the lessons. Majority
of them solved the problem with the bad understanding by asking their
peers. However, in the end, they thought that they understood everything.
If some of the pupils did not understand what had been said English, the
pupils mainly asked their neighbour (93 percent), or they waited for another
formulation or for a later Czech translation (7 percent) given by the teacher.

It is also important to mention that the participated pupils liked the
lessons and they have some problems with understanding both the mathe-
matical subject matter as well as the target language. The majority of the
pupils think that they have learnt some interesting words and phrases.

This is in accordance with Swain (1988, p. 69-73) who states that ,a
typical immersion (CLIL) classroom approach is that the teacher asks ques-
tions and the pupils provide short answers which make the teacher input
abundant and the learner’s output minimal.“ He adds that ,not many
tenses and grammatical structures are used and, therefore, little practise of
more complex language structures can be observed in the CLIL classroom.“

4. Conclusion

For more general conclusions, more research of the same nature has to be
conducted at various educational levels. It can be concluded that the experi-
ment was definitely beneficial, not only for the participating pupils, students
and their teachers (for whom the experiment enabled a new sight on the
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teaching of mathematics), but also for other teachers and the school man-
agement, who could see that such an implementation of the CLIL method
into mathematics lessons does not bring many complications or slowness,
and that it is not so demanding regarding the language competence of the
teachers as well as their pupils and students.

References

[1] Cook, V. (1991). Second Language Learning and Language Teaching.
Melbourne: Edward Arnold / Hodder Headline Group.

[2] Darn, S. (2006). Content and Language Integrated Learning (CLIL):
A European Overview. ERIC (ED490775). [online] (16.11.2008).
<http://eric.ed.gov/ERICDocs/data/ericdocs2sql/content_st
orage_01/0000019b//80/1b/c4/2b.pdf>.

[3] Ellis, R. (2002). Understanding second language acquisition. Oxford:
Oxford University Press.

[4] Gay, G. (1988). Designing relevant curricula for diverse learners.
Education and Urban Society, 20(4).

[5] Marsh, D., Marsland, B., Stenberg, K. (2001). Integrating Competen-
cies for working life. Jyvakyla: University of Jyvakya.

[6] Sert, O. (2005). The functions of code switching in ELT classrooms.
Internet TESL Journal, 11 (8).

[7] Swain, M., Lapkin, S. (1982). Evaluating Bilingual Education: A Ca-
nadian Case Study. Clevedon: Multilingual Matters.






Catholic University in Ruzomberok

Scientific Issues, Teaching Mathematics II: Innovation, New Trends, Research, Ruzomberok 2010

ICT SUPPORT IN MATHEMATICS

Takacs Istvan Arpad

Katona Jozsef High Scool
Dozsa Gyorgy it 8 Kecskemét, Hungary
e-mail: itakacs@kjg.hu

Abstract. Using ICT as a tool for learning enables students to:
- efficiently and effectively access digital information to assist with -investiga-
ting issues, solving problems and decision making,
- produce creative solutions to support learning and develop new understand-
ings in areas of earning,
- communicate, share and work collaboratively in local and global environ-
ments,
- understand the legal, ethical and health and safety implications of using
ICT and their responsibilities as users and developers,
- develop new thinking and learning skills to support learning.
On my view we have to teach the teachers at first. I wanted to represent several
problems and it’s solutions with GG. - never mansion the fact that - No matter how

important we consider IT programs it is essential that students produce written
records.

1. Introduction

I teach Mathematics in several forms of class in Hungary: Bilingual- (3
hours/weak), real-(3 hours/weak), science-based form (6 hours/weak). Our
national aim is to create a task oriented interactive classroom. Most of the
teachers doesn’t wanted to "waste" one lesson for Computers. This attitude
we must clear from the teachers mind. We have to accept, that now we live
in a hard-computer based word (at it will become more tangled). It is to be
regretted that the student are expending too much time before a PC-and
doing nothing efficient.

In our school we have a good and close relationship with our I'T-teachers.
We have arrangement that they will teach some tutorial lesson for using
GeoGebra, it follows that I can bring the math lesson into the it-classroom.

Certainly it involves the following questions:
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e What is the exact aim of using ICT in Math?

Create a ppt- presentation for one special lesson?
Using of Digi-Table?

Improving a knowledge base working with the Programs?

e Do we teach the same?

Would we need a nationally uniform approach?

One of the best ways to handle problems is to have the right attitude
towards them. Sometimes problems may be blessings in disguise. Problems
may be a way that existence is trying to assist us to create opportunities
for us to grow and become better human beings. Problems can hide oppor-
tunities not only for personal growth but also to create wealth and success.
For every problem, there should be a solution.

How to Solve a problem suggests the following steps when solving a mathe-
matical problem:

1. First, you have to understand the problem.

2. After understanding, then make a plan.

3. Carry out the plan.

4. Look back on your work. How could it be better?

"If you can’t solve a problem, then there is an easier problem you can solve:
find it." George Polya

2. GeoGebra in mathematics education

GeoGebra (from now on GG) was created to help students gain a better
understanding of mathematics. That’s not just one step in the learning
process. You can connect the steps with GG. Clear visualizations, ani-
mated diagrams, parametrical data’s help to not only represent one exact
situation. Sometimes students work could be described as "mathematical
experimenting", if they create them own toolbar (for example: inscribed
circle, orthogonal projection, Median of a triangle) or an animated ggb-file.
GG helps to glide over the difficult passages of the syllabus.

Let’s observe the grade 9 (year 14) syllabus:

e Sets, Combinatorics [6 h]

e Algebra and Number theory [19 h]

e Functions [16 h]

e Triangles Quadrilaterals and polygons [19 h]
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e Equations, Inequalities, Equation systems [20 h]
e Geometrical Transformations [20 h]
e Statistics [5 b

People may think, that the first part, when the GG can use in this
curriculum will be the Functions. That’s wrong. I created (with the help of
Tadeusz Ratusiniski) ggb- files to represent several problems, for instance:

Find the locus of points, that lies at least 3 units from a given line and at
most 5 units from a given point.

At that point we must stop for a moment, while this is an open exercise.
We have no idea about the place of the two starting object! This point is
element of the line? With GG you can take advantage of representing all
the different circumstances.

After this I realized, that GG has also Spreadsheet (which often we
use for Statistics or Calculations). That indicates me to create a How to
Convert from Decimal to Binary, Ternary ... Octal gbb file while it’s just
a "table". Where cell Bl- contains that number which have to transform
and D1 the new base of the numeral system. Needless to say, that I hide
unnecessary 0-s whit a ’Condition to show object’.

W ools Window Help
A . N la] s » oflll ... 2o | move
DEENFoERNEBR -
1 19 23 2 23

Al A2
18 [ 1

LKKT (19, 18] = 342

LNKO (19,18)=1

Relativ primek

MitB1 -cella 10-es alpral Hanyas alapra D2-es cella (<10) =

Before I write anything about the next chapter FUNCTIONS, let’s start a
standard level exercise from December 15, 2010.

Write down a formula that defines the rule of assignment of a
function on the set of real numbers, such that the function has
an absolute maximum. State the point where the maximum of
the function occurs. (3 points out from 100)

If we show the students the "way" of creating the characteristic of a function,
it’s not enough. Same problem is appeared about right angled triangles.
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Ask the students to draw one:

It will be looks like one out of this two. Now ask a student to create an

arbitrary triangle:

Il This is also a right angled one !!!

The conception to realize, to identify the triangles (planar objects: rhom-
bus - rotated square) is one of the biggest problem in normal students. I
can prove that the last triangle is also right-angled. They can’t see it, while
they met only the previous two "face" of triangle. It indicates the way
of teaching, Polya’s second law: After understanding, then make a plan.
Everybody is excepted ton contribute according to his level. Accordingly I
not only teach the functions ant their transformations I also make lessons
to identify functions.

[# GeoGebra - fiiggvények_alap.ggh
File Edit View Options Tools Window Help

3|52 82 11 o) [) P N 2 [

B Hove
] Drag or select abjects (Esc)

Read the assignment rule of the following functions.
Care the Domain and Range set also.

B0y

Another Std level exercise from 5 may 2009:

The graph of the function f: R — R; f(x) = sinx is translated
by the vector v = (%, —3) in the Cartesian system yielding the
graph of a function g(x) . What is the formula of this function?
(3 points out of 100)
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A function is translated by a vector?!?! I understand a problem, while
I'm a math teacher, but in grade 9 the 80% of the pupils have no idea about
vectors, so we can’t teach this. And in the case of coordinate geometry who
is going to back in time (virtually) to grade 9 to parenthesize: that’s also
a way of transformations of functions, while you have learned the word -
translate.

Introduction of concepts

e Deductive way: The student comes from the general to the specific.
Before pupils can predict or explain what will or has happened, i.e.
why there is a singular verb or why the nail is attracted by the magnet,
pupils must have acquired the generalisation which they can link to
the specific case. This is often a problem because pupils frequently
only come to understand the generalisation from looking at examples.

e Inductive way: Abstraction, i.e. a specific individual comparison of
examples, highlighting common features through to get to the gen-
eralization. Inductive thinking proceeds from a specific case, or from
cases, to the general. This is the opposite of deductive thinking. In in-
ductive thinking the individual makes a number of observations which
are then sorted into a concept or generalization; the individual does
not have prior knowledge of the abstraction but only arrives at it after
observing and analyzing the observations.

e Constructive way: Under certain conditions representative of a par-
ticular concept, then generalize the procedure.

GG could be the basic pillar of our "inductive" lessons.

The task of preparing examples to teach a generalization is a bit more
complex. Appropriate examples for illustrating a generalization must not
only illustrate the concepts contained in the generalization, but most also
illustrate the relationships within the concept. Once the examples or illus-
trations are prepared, the planning phase of inductive activities is complete.
The teacher can now begin to implement the activity.

Let’s construct the circumscribed circle of a triangle!

Usually, we start first with acute-, right- and obtuse-angled triangle one
of each. Construct the perpendicular bisectors of the sides, and we got the
centre point of this circle. With the help of GG (with drag able points
or using animation) you can represent infinite many drafts, where student
can see mathematics in a new light. Here imagination and creativeness
combined together.
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1o s opes T v
Gl wfelz] 4l

e irumesnterof an acute tangio I nsida the tangie

.................

3. Conclusions

After some self-experience lesson with GG. I could give the students home-
work about historical problems. (Feuerbach’s circle, Golden section, Ptole-
my’s theorem, Trisecting angle by Tomahawk) They made it. We have to
agree on the aim: Enjoy during math lesson, that’s the root of all learning
process phase.

Much more gbb- file can be reached from my web pages, and also I will
send for anyone by mail ...share our resources.
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Abstract. Making an excursion into the history of integration, from ancient to
the present time, we can trace down some principles and methods which essentially
contributed to integration theory. Two hypotheses of Demokritos mark the birth
of integral and can be related to two different approaches. The first one, connected
to such names as Cavalieri and Newton prevails. The second one, based on the
exhaustion method invented by Eudoxos has been used by Archimedes and Oresme
in their integration attempts. The aim of our article is to show that this second
approach leads to an integral equivalent to the Lebesgue integral. It is based
on the summation of infinite series and it has some pedagogical advantages. A
weaker form of it completely avoids measure theory and it is more simple than the
Riemann integral.

1. Zadiatok u Demokrita

Prvotné myslienky integralneho poc¢tu mozeme najst u antickych matema-
tikov, pochéadzali z Pythagorovych ¢ias a tykali sa otazky: ,Kde sa berie
ono mnozstvo jednotiek, ktoré prinalezi danej tsecke a jej pocet je dany
touto useckou?* NajjednoduchSou odpovedou, ktorej sa pythagorejci pri-
drzali je taka, Ze dana tseCka tymto mnoZstvom uz sama je, Ze totiz ona
sama je zloZzena z akychsi d'alej nedelitelnych jednotiek. Potom, ale réznym
aseckam takto prindlezia rézne mnoZstva a to, Ze dve tsecky maji rov-
nakta dlzku, znamena iba to, Ze pocet jednotiek v oboch mnozstvach je
rovnaky. Podobne je tomu i v pripade pléch a telies. Prave tento vyklad sa
netyka len velkosti geometrickych objektov, ale zasahuje aj tieto samotné
objekty. Telesa, plochy a krivky si vykladame ako mnozstvo urcitych jed-
notiek. Tento Pythagorov vyklad javu velkosti rozvinul jeden z jeho nasle-
dovnikov, a to Demokritos. Prejavil najmensi zmysel pre Spekulacie, zato
vS8ak najvacsi pre redlny svet.
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Demokritos rozvinul pythagorejsky vyklad predovsetkym pre objem,
hmotnost a tvrdost. Podstata jeho vykladu spodcivala v tom, Ze Pythagorové
jednotky zhmotnil. Podl'a neho st realne objekty zloZené z nepatrne malych,
dalej uz nedelitelnych ciastociek, takzvanych atomov. Prave tato myslienka
vyraznou mierou ovplyvnila rozvoj vykladu objemu geometrickych telies.
Mozeme to ilustrovat napriklad na ihlane (obrazok 1). Realny objekt sa
nam javi ako ihlan, v skuto¢nosti je vSak zlozeny z tenkych nepatrnych
vrstiev, pricom kazda z tychto vrstiev je zlozena z atéomov. Na zéklade
tychto tvah prijali geometri niekolko hypotéz tykajicich sa objemu niek-
torych geometrickych telies. Budeme si v8ak vSimat len jednu z nich, tzv.
prvi Demokritovu hypotézu.

Obrazok 1 Obrazok 2

PrRvA DEMOKRITOVA HYPOTEZA: Nech ABCV a A'B'/C'V’ sa dva
trojboké ihlany so zhodnymi podstavami (trojuholniky AABC, ANA’B'C")
a vy$ky nad tymito podstavami st rovnako velké. Potom oba tieto ihlany
maji rovnaky objem.

Demokritos vychadzal z tvrdenia, Ze ak dva hranoly, ktorych plosny
obsah podstav je rovnako velky a maju rovnako velka vysku, tak maju
rovnaky objem. Demokritos to zdévodiioval zasadou silnej porovnatel nosti
vel'kosti geometrickych objektov, t.j. nech A, B st dva objekty zakladného
druhu (napr. hranoly). Nech velkost (napr. objem) hranola B je mensi
ako objem (velkost) hranola A. Potom v geometrickom svete sa nachadza
hranol C, ktory je ¢astou hranola A a jeho objem je rovnaky ako objem
hranola B.

Maéarna by v8ak bola naSa snaha najst postup, ktorym by sme za uve-
denych predpokladov takto premenili ihlan ABC'V na ihlan A’B'C’V’. Na-
proti tomu zasada silnej porovnatelnosti plati pre realne objekty a ihlan
takym je, preto tuto zédsadu mozeme odoévodnit nasledujicim spdsobom.

Dajme tomu, Ze oba tieto ihlany st vytesané z mramoru. Potom atémy,
z ktorych su tieto ihlany zlozené, maju podla Demokrita rovnaky tvar a
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velkost a st v tychto ihlanoch rovnako husto rozloZené. Postavme tieto
ihlany tak, aby ich podstavy ABC a A’B'C’ lezali v tej istej rovine. Ak ich
pretneme rovinou rovnobeznou s rovinou ich podstav (obrazok 2), tak troj-
uholniky AEFG a AE'F'G’, v ktorych tato rovina pretina tieto ihlany, st
zhodné, ¢o nie je tazké dokazat (pozri [1]). To znamena, Ze aj vrstvy atomov
prisluchajuce tymto rezom maji rovnaky pocet atomov, a kedZe tieto ihlany
maji rovnaku vysku, maji rovnaky pocet vrstiev. V dosledku toho sa oba
tieto ihlany skladajt z rovnakého poc¢tu atémov, a pretoze v oboch ihlanoch
st atomy rozlozené rovnako husto, maju tieto ihlany rovnaky objem.

Tvrdenie: Objem trojbokého ihlanu je rovnakiy ako objem trojbokého hra-
nolu o tej istej podstave a tretinovej vyske.

Dokaz. Ak prijmeme prvi Demokritovu hypotézu i pre idealne geometrické
ihlany, moéZeme to Tahko dokazat. Majme dany trojboky ihlan ABCV a
vytvorime trojboky hranol ABCVW Z taky, ze tusecky AV, BW, CZ st
rovnobezné a rovnako dlhé (obrazok 3). Tento hranol rozlozime na tri troj-
boké ihlany, a to ABCV, VW ZB, VCBZ. Na zaklade prvej Demokritovej
hypotézy dokdzeme, Ze vSetky tieto 3 ihlany majt rovnaky objem. Ihlany
ABCYV a VW Z B maju rovnaké objemy, lebo maji rovnako vel'ké podstavy
ABC a VW Z a rovnako velké vygky nad tymito podstavami.

Obrazok 3

Teraz dokdzeme, ze ihlany VW ZB a VCBZ maji rovnaky objem. Pod-
stavy WZB a CBZ tychto ihlanov st zhodné a aj vysky tychto ihlanov st
rovnako vel'ké. PretoZe tieto tri ihlany maju rovnaky objem a spolu ich ob-
jem sa rovné objemu hranolu ABCVW Z, je objem kazdého z nich, a teda
aj ihlanu ABCYV | rovny jednej tretine objemu tohto hranola, teda objemu

hranola o podstave ABC' a tretinovej vyske.
O
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2. Eudoxova exhaustaé¢na metoda

Poznatok o nestmeratelnosti strany a uhlopriecky Stvorca odsunul s konec-
nou platnostou vel'kost, ktora zodpovedala chiapaniu pythagorejcov. Bolo to
preto, lebo tento poznatok znamenal, Ze mohutnosti (prirodzené ¢isla) nie
st dostatoCne bohaté na to, aby sa pomocou nich dali vyjadrit najrozne-
jsie podoby javu velkosti. V dosledku toho sa museli matematici poob-
zerat po inej podobe javu velkosti. Tomu, ktorému sa podarilo stanovit
hlavni zasadu pre dalsi rozvoj vykladu javu velkosti bol Eudoxos. Ako si
méame pocinat, predviedol Eudoxos v dvanastej knihe [2] na priklade obsa-
hov rovinnych pléch dtvarov a objemov telies. To ¢o si zacal uvedomovat
bolo vypracovanie vhodného modelu pre vyklad ploch a telies. Uvedomil
si, ze velkosti useciek nebudeme hl'adat medzi plognymi obsahmi, ani obje-
mami priamo, ale prostrednictvom obsahov Stvorcov (plocha $tvorca je jed-
noznacne uréené dizkou strany a naopak), popripade objemov kociek. Dali
sa pouzit aj iné vyklady napriklad miesto Stvorcov vezmeme iny plosny utvar
(trojuholnik, kruh,...), podobne miesto kociek (gula, ihlan,...). Na nasle-
dujicom priklade ilustrujeme ako Eudoxos rozsiril vzajomnt dosaZitelnost
plosnych obsahov.

Tvrdenie: Nech w,v su plosné obsahy lubovolnijch rovinngch pléch, resp.
objemy lubovolnijch telies, pricom veli¢ina v je mensia ako velicina u. Ak
budeme velicinu v opakovane zvicsSovat o v, tak po konecnom pocte krokov
bude velkost tejto veliciny vicSia ako wu.
Dokaz. Nech A, B sa rovinné plochy také, Ze plosny obsah plochy A je u a
plosny obsah plochy B je v. Nech C je Stvorec, vnutri ktorého lezi plocha
A a D je stvorec, ktory lezi vniitri plochy B. Plo$ny obsah stvorca C je
teda vacsi ako u a plosny obsah Stvorca D je mensi ako v. Nech k je ¢islo
udévajice pocet predlzovania strany Stvorca D stale o jeho dizku, ktory
je potrebny k prekro¢eniu dlzky strany stvorca C. Po k2-krat zvicSeniu
plosného obsahu Stvorca D, obdrzime veli¢inu vacsiu, ako je plosny obsah
stvorca C, lebo k? §tvorcov zhodnych so Stvorcom D je mozné pokryt Stvorec
C. Aviak k?-krat veli¢ina v je vicgia ako k2?-krat plosny obsah Stvorca D,
¢o je vacsie ako plosny obsah Stvorca C, a ten je opét vacsi ako veli¢ina u.
O

Prave tento postup polozil zaklady exhausta¢nej metody, pomocou ktorej
ako nepriamo naznacuja zachované pramene, bola dokazana prva Demokri-
tova hypotéza. Tento postup sa d& preformulovat na dnes znamu Archime-
dovu vlastnost redlnych &isel alebo Archimedov princip:

Ku kaZdému kladnému redlnemu ¢&islu w a kaZdému ¢islu v existuge
také prirodzené cislo n, Ze v > nu. (1)
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Obréazok 4 Obréazok 5

Eudoxov dékaz prvej Demokritovej hypotézy. Nech ABCV, A’ B'C'V’
st také dva ihlany, Ze ich podstavy st navzajom zhodné trojuholniky ABC,
A'B'C" a vysky tychto ihlanov st rovnako velké. Rozlozime ihlan ABCV
na dva navzajom zhodné ihlany EFGV, LBKF a dva hranoly HKCFEFG,
LK F AHF tak, ako je to nakreslené na obrazku 4, kde body E, F, G, H, K, L
su stredy prislusnych hran. Z obrazkov 4 a 6 je vidiet, Ze ihlan EFGV ma
mensi objem ako kazdy z tychto hranolov, teda oba tieto hranoly maju
dohromady objem va¢si, ako je polovica objemu ihlanu ABCV. RozloZzme
tiez ihlan A’B’C'V’ podobnym sposobom (obrazok 5). Pretoze hranoly
HKCEFG a HK'C'E'F'G' maja rovnaky plosny obsah podstav a rovna-

Obrazok 6

ki vysku, maju rovnaky objem. Podobne je tomu aj s druhymi dvoma
hranolmi. Nech teda ihlany ABCV, A’B'C'V’ nemaju rovnaky objem a
nech napriklad ihlan ABCV ma4 objem vacsi ako ihlan A’B'C'V’. Nech u
je objem, o ktory je objem ihlanu ABCV vacsi ako objem ihlanu A’B'C'V’.
Odoberme z ihlanu ABCV oba uvedené hranoly a vezmeme dva zostéva-
jace ihlany. Objem tychto zostavajucich ihlanov je dohromady mensi ako
polovica objemu ihlanu ABCYV, lebo viac ako polovicu objemu tohto telesa
sme odobrali. Z kazdého zostavajiceho ihlanu odoberieme opét podobné
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hranoly. Ostant Styri malé ihlany podobné pévodnym, a z kazdého z nich
odoberieme podobne hranoly ako v predchédzajicom kroku. To isté zopaku-
jeme s ihlanmi, ktoré ostani, atd. To robime tak dlho pokial neostanu
ihlany, ktorych objem je dohromady mensi ako objem u. V tomto okamihu
sme z ihlanu ABCV odobrali hranoly, ktorych objem je dokopy vacsi ako
objem ihlanu A’B'C’V’. Kol'kokrat sme odoberali hranoly z ihlanu ABCV,
tol'kokrat ich teraz odoberieme aj z ihlanu A’B'C’V’, v kazdom kroku sme
odobrali hranoly s rovnakym objemom. To ale znamena, ze v kazdom kroku
odoberame z ihlanu A’B’C’V’ rovnaky objem, ako sme odobrali z ihlanu
ABCYV. Nakoniec odoberieme z ihlanu A’ B’C’V’ hranoly, ktorych objem je
spolu rovnaky ako objem vSetkych hranolov odobranych z ihlanu ABCYV,
teda vicsi ako objem ihlanu A’B’C’'V’. To vsak je spor, lebo z ihlanu
A'B’'C'V'" nemozu byt odobrané telesa s vacsim objemom, ako je objem

tohto ihlanu. -

Tento postup bol predchodcom metody, ktord mozeme oznacit ako po-
Giatok integralneho poctu, a to je Archimedova kvadratira paraboly. Archi-
medes pocital velkost plochy pod parabolou dvoma metédami. Po viace-
rych storociach ich zanedbédvania sa matematici vratili hlavne k tej prvej.
Postupny rozvoj myslienok obsiahnutych v tejto metéde viedol napokon
k pojmu Riemannovho integralu a prostrednictvom neho neskér k moder-
nému pojmu Lebesgueovho integralu. Ale prave pri druhej vyuzil exhaus-
ta¢nid metodu a prave tato metdéda moze sprehladnit vystavbu a vyucbu
Lebesgueovho integralu az natol'ko, aby pri porovnani s nim sa Riemannov
integral javil ako tazkopadny muzedlny exponat [3].

3. Pociatky integralneho poc¢tu u Archimeda

Archimedes pouZzitim exhaustac¢nej metody vypodital velkost plochy ohra-
ni¢enej parabolou y = x? a z-ovou osou od 0 po 1 (vysrafovana plocha na

obrazku 7).
D c ; c
FZ
E
J B
A B A " B

Obrazok 7 Obrazok 8 Obrazok 9
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Je zrejme, Ze stradnicovy systém bol Archimedovi tplne nezndmy, my ho
pouzivame pre lepsiu predstavu a exaktnost dokazu. Archimedes si v§imol
vlastnost trojuholnika, ktorého vrcholy patria parabole.

Ak A,C sa Tubovolné body paraboly a bod E je bodom paraboly
pricom velkost jeho z-ovej sturadnice je aritmetickym priemerom velkosti
z-ovych suradnic bodov A a C (obrazok 8), tak obsah trojuholnika ACE
je (“5“)2 (pozri [4]). Ozna¢me obsah AACE ako u(AACE) a zostroj-
me dalsie tetivové trojuholniky AAFE, AAF,C,. .. (obrazok 9). Lahko
dojdeme k zaveru, ze sucet ploch tychto trojuholnikov sa rovna u(AACE)+
i,u(AAC’E) + ﬁu(AACE) +....

Teraz je potrebné vypocitat tento siucet. Dnes by to nebol problém
vzhladom k tomu, Ze ide o geometricky rad. Tento vzorec na vypocet sactu
geometrického radu, vSak Archimedes neovladal, preto vymyslel na vypocet
genialny sposob, ktory je ilustrovany na obrazku 10. Mame Stvorec rozde-
leny na 4 rovnaké Stvorce, pricom obsah plochy troch z nich sa rovna A,
teda obsah celého %A. Z povodného stvorca odstranime jeden roh. Odstra-
neny roh je Stvorec, ktorého strana je polovica strany pévodného Stvorca,
preto jeho obsah je i obsahu plochy pévodného Stvorca. To isté opakujeme
s odstranenim mengSieho $tvorca, a tak dalej. Obsah plochy kazdého utvaru
v tvare L je i plochy pévodného ttvaru, preto

1.1 1 4
Atb A+ —A+ A+ - =-A
Tt ettt 3

! Doslovne by sme teda mohli povedat,
7e plosny obsah tiseku paraboly urcenej
tetivou sa rovna obsahu plochy trojuhol-
nika urc¢eného touto tetivou. Archimedov
prinos v pouziti tejto metody je vlastne
néjdenie ddlezitej vlastnosti realnych ¢isel
dnes znamej ako Archimedova vlastnost
redlnych ¢isel. V jeho dobe neexistovala
konstrukcia redlnych ¢isel ako ju poznédme
Obrazok 10 dnes. Redlne ¢isla dnes pouzivame na
meranie vSetkych ¢asti kvantit v primera-
nych jednotkich a operécie s nimi berieme ako samozrejmost. Archimedes
dokéazal, Ze %A je najmensie ¢islo zo vSetkych ¢isel, pre ktoré plati

sl
S

1 1 1 1 4
A+ -A+—A+ A+ - +—A<-An=0,12,... 2
+A+ AT At pA<3ANn=012, (2)

Prave k tomu potreboval uZ zmienent vlastnost (1), ktort moézeme zapisat
v tvare
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Pre kaZdé cislo € > 0 a kaZdé K existuje prirodzené c¢islo n také, Ze K <e.

Tvrdenie: 4A—sup{A+1A+ A+ =A+- +4%A,n:0,1,2,...}.

Dokaz. Archimedes dokaz tohto tvrdenia urobil sporom (vid [5]). Ak
by &islo B (A+ A+ 5A+ KA+ + 4 A < B) bolo mengie ako 34 a
podmienka (2) by platlla pre kazde n= 0, 1,2,..., tak vezmeme ¢ = %A—B
a K = %A. Ak € > 0, tak podla Archimedovej vlastnosti musi existovat
prirodzené ¢&islo n, pre ktoré plati %K < e. Pretoze plati n < 4", tak

11 4
——A——K K =_-A-B.
s Tt Syt SET 3

Archimedes na zéklade konstrukcie §tvorca (obrazok 10) tvrdil

11 1 11 4
At A+ —Ad g —A+t-——A=-An=123 ..
te Tttt ot pAtypaTgAn=0a9%

Z toho v8ak dostane spor

4 11 11
SA=A+iA+ A Avilaopilly A
GA=A+ AT pAS At A< B A<

a

Tymto Archimedova metdda polozila zéklad pre definovanie suctu pos-
tupnosti ¢isel bez pouzitia limit. Ttuto vlastnost mézeme pouzit pri definicii
integralu. Tato definicia oproti ,$tandardnej“ mé vyhodu, Ze nepouziva
limity, je jednoduchsia a vSeobecnejSia.

4. Spo6sob zavedenia Lebegueovho integralu

Metody vypoétov pléch a objemom, ktoré zaviedol Archimedes st opréavnene
povazované za vychodiskovy bod vzniku a rozvoja integralneho poc¢tu. Téato
druha Archimedova metoda ostala nevyuZita a nerozvinuté a len sporadicky
nasla obcas vyuzitie. Jednym z mala, ktory ttto metédu vyuzil bol Nicole
d’Oresme, ktory podobnou metdédou ukazal, Ze

1 2 3

R T

2 * 22 * 23 *
Tento sticet bol v ¢asoch Oresmeho znamy, ale on vyuzil geometricktt metédu,
ktora moze byt zdkladom pre definiciu integralu. Postup vychadzal z toho,
7e rozdelil tu istt rovinni oblast do obdlznikov dvoma sposobmi (obré-

zok 11).
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Kazdy obdlznik na obrazku 11 vlavo ma
zékladnu dizky 2% a vysku n, preto plocha
kazdého z obdlZnikov, ozna¢me ako A, a
ale obsah p(A,) = 7%. Kazdy obdlznik, oz-
na¢me ho B,, (obréazok 11 vpravo), ma zak-
ladiiu dlzky
1 1 1 1
on+1 + on+2 + on+3 +ooe= on’

7 tohto vyplyva

1+2+3+ B
2 922 93 N

1 2 3

1+ -4+~ 4+ 2 4+...=2
tgtmtgt

"l

7

B

A
0204060810

0.

o

000204060810

Obrazok 11

Archimedova metéda aj metéda Oresmeho je zalozend na vlastnosti
plochy, ktora sa nazyva o-aditivnost, t.j. ak rovinné oblast S sa rovna zjed-
noteniu rovinnych oblasti A1, As, As, ..., pricom spolo¢né ¢ast Tubovolnych
dvoch z nich ma plochu o velkosti 0, tak velkost plochy S sa rovna suctu
velkosti ploch Aq, As, As,.... Archimedove a Oresmeho vypoéty ukazuja,
Ze tieto vlastnosti mézeme vyuzit na urcenie ploch rovinnych oblasti a tiez
na vypocet suctu ¢lenov postupnosti. Ak interpretujeme integral nezéaporne;j
funkcie ako plochu pod tymto grafom, tak moéZzeme tuto vlastnost vyuzit
na konstrukciu integralov. Archimedov trik s trojuholnikmi nahradime ob-
dlznikmi a prelozime tieto geometrické idey do jazyka matematickej analyzy.

Nech dizka ohrani¢eného intervalu I je dana absolatnou hodnotou roz-
dielu suradnic jeho koncovych bodov, ozna¢me ju A(I). Charakteristicku
funkciu intervalu I, ozna¢me Yy, teda

lxel
0Ox¢l

xr(z) =

Nech c je nezaporné ¢islo a I je ohranieny interval, potom ,plocha pod
grafom“ funkcie cy; je obdlznik, ktorého zakladiiou je strana dizky A(I)
a vyska je strana dlzky c. Velkost plochy tohto obdlznika je cA(I). Na
zéklade tohto mdzeme definovat integral.
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Definicia 1. Funkciu f > 0 definovand na intervale I budeme nazyvat
Oresmeho integrovatelnou, ak existuju nezaporné redlne ¢isla ¢; a intervaly
I; CI,v=1,2,... také, Ze plati nasledujica podmienka:

[e.e]
flx) = ZCiXIi (z) pre kazdé x € I. (3)
i=1
Oresmeho integral na intervale I je definovany
[ee]
/ FAx=) M) (0)
I i=1

To vsak bude platit len pre nezaporné ohrani¢ené funkcie (obrazok 12).
Drobnou tupravou v definicii mézeme zahrnut niektoré neohranic¢ené funkcie
a tiez, ze interval I, ktory je neohraniceny.

i

A

Obréazok 12 Obrazok 13

A okrem toho nemusi byt Tahké, resp. mozné, pokryt ,plochu pod grafom*
obdlznikmi bez toho, aby sme pokryli niekolko bodov mimo tohto regionu.
Ked pokryvame plochu pod grafom funkcie, nemusime to striktne len ob-
dlznikmi z tohto regiénu. Ak sa tam vyskytne nejaky obdlznik, ktory nepa-
tri do danej rovinnej oblasti (na obrazku 13 st vySrafované), tak velkost
jeho plochy odpoéitame. V tomto pripade pre jednozna¢nost stuc¢tu budeme
vyzadovat absolttnu konvergenciu stétu obsahov ploch danych obdlznikov,
teda Y%, |ci|A(I;) < oo, ale tieZ jednoznacnost definovania funkcie f, teda
So2qleilxr () < oo. Takto dostaneme definiciu integralu vieobecnejsiu
a absolatna konvergencia nam dovoluje rozsirit definiciu aj na zaporné
funkcie.

Definicia 2. Funkciu f definovani na intervale I budeme nazyvat Klu-
vdankovsky integrovatelnou, ak existuju realne &isla ¢; a také intervaly I; C
I,i=1,2,..., Ze platia nasledujtice podmienky:

1* f(z) = > 72 cixn(x) pre kazdé x € I,
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2% > 2 leilxr () < oo pre kazdé x € I,
3 32 el ML) < .

Kluvankov integral na intervale I je definovany

T T2

Obrazok 14

Aj tato definicia sa dé rozsirit o funkcie, ktoré s na intervale I v niek-
torych bodoch neohranic¢ené, resp. nedefinované (obrazok 14, body x1, z2).
V definicii 2 zmenime podmienku 1, pri¢om rovnost nastane len v bodoch,
ktorych >~ |eilxr, < oo.

Definicia 3. Funkciu f definovant na intervale I budeme nazyvat Archime-
dovsky integrovatelnou, ak existuju realne &isla ¢; a také intervaly I; C I,i =
1,2,..., Ze platia nasledujtice podmienky:

1* f(x) = 322 cixz, (z) vbodoch z € I, v ktorych 320 |e;|x1, () < o0,
2% S leil A1) < oo

Archimedov integral na intervale I je definovany

/I fax=> M) (A)
i=1

Nasledujicou otazkou je vztah Archimedovho integralu k inym poj-
mom integrovatelnosti a integralu uvedenym v literatire. D& sa ukézat,
7e funkcia je Archimedovsky integrovatelnou vtedy a len vtedy, ked je
Lebesgueovsky integrovatelna a Archimedov integral sa zhoduje s Lebes-
gueovym. Takto definovany integral pokryva triedu Lebesgueovsky in-
tegrovatelnych funkcii. Pojmy Oresmov integral, Kluvankov integral a
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Archimedov integral boli pouzité len pre vystavbu Lebesgueovho integralu
a nejde o zavedenie nového typu integralu.

Tento model vystavby integralu je prirodzeny a jednoduchy. Archime-
dova definicia integralu, podla nazoru prof. Igora Kluvanka, je v tvod-
nom kurze matematickej analyzy vhodnejSia a jednoduchsia ako Rieman-
nov integral a vedie k dolezitym aplikdciam. Toto je zrejmé, v mensej miere
v pripadoch, ked aplikacia si vyzaduje integrovanie partikuldrnej funkcie.
V takych pripadoch Archimedov (vlastne Lebesgueov) integral predstavuje
vyhodu uZ aj preto, Ze obmedzenia tykajice sa vypoctovych metdd st
slabsie. Ale skuto¢na vyhoda Archimedovho integralu sa viac prejavuje
v pripadoch, ked ide o celé triedy funkcii. PretoZe systémy funkcii defino-
vanych v pojmoch Archimedovho integralu sa zvy¢ajne znacne bohatsie ako
tie, ktoré si definované v pojmoch Riemannovho integralu. Tam sa prave
objavuju dolezité problémy v matematike a v jej aplikacidch, ktoré nie st
riesitelné pomocou Riemannovho integralu, ale mohli by sme ich vyrieSit
ak pouzijeme Archimedov/Lebesgueov integral.

Myslienky tykajuce sa tried funkcii (alebo tried geometrickych objektov
takych ako planarne obrazky) presahuji hranice okruhu myslienok pristup-
nych Archimedovi. Ale aj napriek tomu mu vdac¢ime za ideu a metody,
ktoré boli vyuzité pri rozvoji integralneho poctu.

Poznamka
Clanok vznikol s podporou grantu KEGA ¢. 168-010KU-4/2010.
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Abstract. Cielom prispevku je ukazat niektoré moznosti vyuzitia informadno-
komunika¢nych technologii a softvéru GeoGebra vo vyucovani matematiky na zak-
ladnej skole. Prispevok obsahuje metodicky list pre uéitela vyuZivajici program
GeoGebra pri vyucbe geometrie. V praci st uvedené prepojenia na videosekvencie
zverejnené v priestore Windows Live s navodmi pre pracu v programe GeoGebra.
[10] V zéavere je zhodnoteny prinos GeoGebry k skvalitneniu vyuc¢ovania geometrie
na zakladnej 8kole. V prilohe prace je k dispozicii niekolko pracovnych listov pre
ziakov a zoznam videosekvencii.

1. Uvod

Pre stcasné slovenské gkolstvo st typické snahy o modernizéciu vyucovania,
okrem iného aj za pomoci IKT. Informac¢né technologie prinasaji do peda-
gogickej praxe mnoho novych a uZitoénych prvkov. Treba vSak dbat na to,
aby boli pouZité rozumne a efektivne.

Internet je neobmedzenym zdrojom informécii, ku ktorym sa moze dostat
ktokol'vek, kedykolvek a kdekolvek na svete. PravdaZe - za predpokladu
existencie pripojenia k internetu. Ak ucitel dokiZe tento mohutny prid in-
formécii regulovat a usmerniovat, vytvori tak pre ziakov vhodné podmienky
na samostatné studium.

" Pedagogicky softvér (PS) je softvér $pecidlne vyvinuty na podporu uce-
nia sa, pozndvania a na rozvoj informacnej gramotnosti. Existuje niekolko
kritérit, ktoré by mal dobry PS spliiat. Mal by mat didakticky ciel. PS by
mal rozvijat informacni gramotnost a informatickd kultdru." |7] PS by mal
mat formu hry, ¢o zvySuje motivéaciu a chuf ucit sa. Clovek sa najlepsie uci
pozorovanim, skuSanim, preto by mal byt PS interaktivny, mal by vyuZzivat
multimédia a vizualizdciu. Mal by poskytovat spatni vézbu, pripadne by
mal ilustrovat stav vypoctu, spésob vypodctu, vysledky prace, neskor vyhod-
notit rieSenie, ilustrovat chyby, ktorych sa pouzivatel vo vypocte dopustil.
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Ak PS chvali, mierne napomina pri chybe alebo v pripade potreby pomaéha,
je to motivacia pre dalsiu pracu. Vlastnosti, ktoré by tiez dobry PS mal
mat, st otvorenost, moznost aktualizovat a doplhat tidaje (nové informacie,
udaje, priklady, alohy...) a prispdsobovanie sa potrebam pouzivatela.

Cez letné prazdniny v roku 2009 sa Gcastnici Letnej Skoly Pytagoras v
Hronci mali moznost zoznamit s pedagogickym softvérom GeoGebra. Uz
prvy kontakt s tymto programom bol velmi inSpirujuci. Jednym z hlavnych
dovodov bol ten, Ze je dostupny zdarma. Jeho jediné obmedzenie je nepouzi-
vat ho na komerc¢né ucely. A vzhladom k tomu, Ze §kola komerénou instita-
ciou nie je, je tento softvér idedlny pre vzdelavanie.

Hlavnym cielom prace je ukdzat moZnosti, ako vhodne vyuzit IKT a
internet na hodindch matematiky. Je to aj akési hladanie odpovedi na
otazku, ako sa d4 internet a IKT aplikovat na skoléch na Slovensku. Sti¢asne
chceme prostrednictvom prace poskytnat ucitelovi pomoécku pre vyucbu
niektorych kapitol z geometrie na 2. stupni zakladnej skoly.

2. Metodicky list v GeoGebre

Ucitel vo svojej praci ¢asto experimentuje. Niekedy st jeho experimenty
tak vydarené, Ze je Skoda neodporucat ich d'alej kolegom. Najvyhodnejsia
forma je vytvorenie metodického listu. VSeobecnych popisov metodickych
listov sa nachadza na internete a v knihach velmi vela. Ale pre uditela su
tieto metodické listy nevyuZitelné, vobec mu nepoméhajiu. Ovela vA¢Sim
prinosom pre neho st metodické listy, ktoré popisuju pouzitie konkrétnej
metody, v konkrétnej situécii, pri preberani konkrétnej témy.

Kazdy metodicky list mé svoju Strukttru, pri ktorej sa nemé zabudnut
na: Nazov témy, Ciele vyucby, Cielova skupina, Metodika modelovej hodiny,
Prehlad pouzitych metod a pod. Struktiru metodického listu je mozné
menit. My v tejto praci pouzivame Struktiru metodického listu uvedeni v
Didaktike predmetu Informatika 1. [5]

V tejto Casti uvedieme jeden metodicky list pre ucitelov na pracu s
vyuzitim programu GeoGebra: Rysovanie v GeoGebre.

Nazov témy:
Rysovanie v GeoGebre - Tvorba prvého vykresu v programe GeoGebra
Ciele vyuéby v ramci modelovej hodiny/hodin:

e pomocou pracovného listu vytvorit svoj prvy vykres v prostredi pro-
gramu GeoGebra podla zadaného obrazku,

e aplikovat postupnost a poradie krokov veducich k tvorbe vykresu,
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e argumentacia pozitiv a negativ pouzitia konkrétneho rieSenia - s doéra-
zom na rozdiely medzi statickymi vykresmi (na papieri alebo v niek-
torom z kresliacich programov; napr. Skicar, LogoMotion, Zoner Cal-
listo, Inkscape) a dynamickymi vykresmi vytvorenymi v programe Geo-
Gebra,

e vediet pomenovavat (resp. premenovat) narysované objekty, menit ich
vzhlad - farbu, hrabku a $tyl &ar, bodov, uhlov, aj inych objektov,

e naudit ziakov vediet rozhodnut, kedy a aky nastroj zvolit pre najvhod-
nejSie narysovanie objektov na vykrese,

e naucit chapat vzajomné vztahy - viazanost (vizbu) objektov na vykrese,
e vediet rozoznavat zakladné nastroje v prostredi programu GeoGebra a
aktivne ich vediet pouZivat.

Ramcové umiestnenie modelovej hodiny/hodin:

Predmet Matematika (Informatika), 2 vyucovacie hodiny

Cielova skupina:

Zakladna 8kola, 5. ro¢nik, (6. ro¢nik, 7. ro¢nik, 8. ro¢nik, 9. ro¢nik)
Zakladna Struktara modelovej hodiny/hodin:

e Administracia hodiny (2 - 3 min)
e Vyklad uéiva (¢o je dynamicky vykres) a diskusia so Ziakmi o vyzname
vyuzitia dynamickych vykresov (8-10 min.)

e Spustenie programu GeE)Gebra (1-2 min) - podla toho, ako sme program
nainstalovali; bud’ cez START / PROGRAMY / GEOGEBRA alebo z
panelu rychleho spustenia

e Diskusia - obsah, forma, zakladné prvky tvorby vykresov v programe
GeoGebra, (10-15 min)

e Prezentacia tvorby jednoduchého vykresu v GeoGebre (5-10 min)

e Vlastna tvorba vykresov - tsecky (5 min)

e Vlastna tvorba vykresov - ostatné prvky podla obrazka (20-25 min)

e Ukazky prac Ziakov s vytvorenymi dynamickymi vykresmi (10-15 min)

e Zhrnutie a zaver (3-5 min).
Vyklad témy:

Pri rysovani geometrickych tutvarov na papier m& mnoho ziakov problémy
s presnostou, predstavivostou a snad aj s ¢asom, ktory maju k dispozicii
na ulohu. V prostredi programu GeoGebra s presnostou nebude mat prob-
lém ani jeden ziak. Velakrat sa tiez stava, Ze Ziaci potrebuju pri klasickej
konstrukcii narysované objekty gumovat, ¢im sa vykres znehodnocuje. V pro-
grame GeoGebra je tento problém oSetreny moZnostou vymazania nespravne
alebo chybne narysovanych objektov.
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Prednostou vytvorenia dynamického vykresu je, Ze Ziaci sa sami vizuélne
presvedcia o spravnosti narysovanych prvkov. Teda ¢i st dodrzané vzijomné
vztahy medzi prvkami vykresu.

Studijny material pre Studentov: Pracovny list €. 1 Rysovanie v GeoGebre
(WEB)

Videosekvencie:

Videosekvencia o praci s nakresiiou v GeoGebre

Videosekvencia o kresleni v GeoGebre

Videosekvencia o vymazéavani v GeoGebre

Videosekvencia o pohybe v GeoGebre

Metodika modelovej hodiny/hodin:

Ako najvhodnejsiu formu odporia¢ame zvolit osvedéent kooperativnu préacu vo
dvojiciach v u¢ebni IKT. So ziakmi najskor prediskutujeme problém rysovania
zo vSetkych jeho aspektov - presnost, zastrahané ceruzky, mékkost respektive
tvrdost ceruziek, vystrbené pravitka, tlak pri rysovani, gumovanie. . .

Nasleduje prezentacia o praci s programom GeoGebra. Program uz musi byt
nainstalovany na vSetkych poc¢itacoch v uéebni. Na zac¢iatku sa oboznamime s
jeho prostredim a spolu si zvolime zakladné nastavenia. V hlavnom menu Nas-
tavenia pomocou tla¢idla Ulozit nastavenia si v8etky nami zvolené nastavenia
(Zaokruhl'ovanie, Styl bodu, Styl pravého uhla, Velkost pisma, Nakresia. . . )
zapamétame pre dalgie pouZitie. Poznatky i zru¢nosti - praca s nékresiou,
rysovanim objektov a s ich vlastnostami, vymazavanie nespravne narysovanych
objektov - na toto v8etko vyuzijeme prezentaciu hotovych videosekvencii cez
projektor. Alebo videosekvencie prehrdavame a zobrazujeme programom na
prenos obrazovky (napr. SmartClass). Po tejto prezentacii Ziaci rysuju podla
Pracovny list €. 1 Rysovanie v GeoGebre (WEB), alebo si mozu sami
znovu prehravat videosekvencie. [10]

Ak su s vykresom hotovi, mézeme im zadavat rozne tulohy pre tento vykres,
ako napr.:

e Zobrazte pri tseckich, ktoré st stranami trojuholnika ABC, namiesto
ich pomenovani a, b, ¢ ich hodnoty.

e Pohybujte vrcholmi trojuholnika tak, aby vzniknuty trojuholnik bol
tupouhly (pravouhly, ostrouhly).

e Pokiste sa narysovany uhol HJH " premiestnit tak, aby sa kryl s uhlom
BAC. Co musite spravit, aby sa vam to podarilo?

e Narysujte polomer kruznice k, pomenujte ho r, zobrazte jeho dizku aj
popis, nastavte mu tmavomodria farbu, hrubku ¢ary dajte 7. Potom
zmente polomer tejto kruznice na dlzku 5cm.
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e Narysujte 6-uholnik (nastavte mu ¢ervenu farbu a vypli nastavte na
30 %). Narysujte aj pravidelny 6-uholnik (nastavte mu modrua farbu a
vypli dajte na 30 %). Porozmyslajte a skiste vysvetlit, aky je medzi
tymito dvomi objektmi rozdiel. Pouzite na to polohu pohyb v programe.
Ktorymi vrcholmi mozeme pohybovat v pravidelnom 6-uholniku?

Na zaver si frontalne zopakujeme nové poznatky pri praci s GeoGebrou, ktoré
sme sa dozvedeli a Ziaci si postup zaznadia.

Prehl'ad pouzitych aktivizujucich metod:

Diskusia - riaden4 forma komunikacie uéitela a ziakov, pri ktorej sa vzajomne
vymienaji nézory na dant tému. Na zéklade svojich sktsenosti a vedomosti
uvadzame argumenty. Cielom je vzbudit zaujem Ziakov o potrebu vytvore-
nia dynamického vykresu - aby tak lepSie pochopili vzajomné vizby medzi
narysovanymi objektmi vykresu.

Expozi¢nia metéda - demonstracia - prvotné oboznamenie Ziakov s ué¢ivom
formou vopred pripravenej ukazky préace v programe GeoGebra.

Aplika¢na metdda - tvorba vykresu - vyuzitie ziskanych poznatkov pri
rieSeni konkrétnej tlohy.

HeuristickA metdéda - Ziaci sami bddaju a objavuju pracu s nastrojmi v
prostredi programu GeoGebra.

Pomécky potrebné k priprave a realizacii modelovej hodiny

Pocitace s pripojenim na internet a nainStalovanym programom GeoGebra,
projektor (respektive nainstalovany program na prenos obrazovky - Smart-
Class alebo iny), pracovny list publikovany na webovej stranke skoly.
http://www.zsmalinovpart.edu.sk/EduPage/INFORMATIKA/PL_ZIAK_GEQO_
_rysovanie.docx

Alternativne rieSenie modelovej hodiny/hodin:

Alternativou pri vysSej ¢asovej dotacii je tvorba narocnejsich vykresov.
Napriklad vykres s posuvnikmi, na ktoré by sa viazali dlzky stran trojuhol-
nika, polomerov kruznic, za¢iarkavacimi polickami na zobrazenie objektov. Je
to ale avodna modelova hodina, preto ziakom umoznime, aby sa "pohrali" s
programom, nech sami nakreslia vykres podl'a svojich predstav - ¢ uZ farebne
alebo aj pouzitim naroc¢nejsich ovladacich prvkov programu. Niektori Sikovni
ziaci istotne zvladnu narysovat aj 3D modely kociek, kvadrov a inych telies,
pochopia problematiku vektorov. A to aj napriek tomu, Ze na zakladnej Skole
sa tento pojem v matematike nespomina. Pre takychto Sikovnejsich ziakov je
vhodné vytvorit v gkole krazky.

Uskalia modelovej hodiny /hodin:

Pri zavadzani programu GeoGebra do vyucby matematiky za hlavné tuskalie
pokladam nedostatoény pocet pocitacov na niektorych skolach. Je velmi dob-
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ré, ked pri jednom pocitaci pracuju najviac dvaja ziaci. Najvhodnejsie je, ked
tlohu riesi pri PC jeden ziak. AvSak takyto model je mozny len na maloktorej
gkole. Iné problémy pri zavadzani GeoGebry snad ani nie st.

Ukoncenie hodiny a spatna vizba:

Zaver hodiny je potrebné venovat prehliadke hotovych vykresov s uvedenim
autorov vykresov a datumom vytvorenia na samotnom vykrese. VyrieSenie
iloh z pracovného listu je spétnou vizbou pre ucitela. Na zaver odporucam,
aby Ziaci zopakovali metody rysovania zékladnych prvkov v GeoGebre. Mala
by nasledovat aj diskusia o vyhodéch rysovania v prostredi GeoGebry.

Autor modelovej hodiny:

RNDr. Erika Tomkovéa, Zakladna gkola, Malinovského 1151 /60,

erika.tomkova@gmail.com

Datum, prip. éislo verzie metodického listu:
10. 5. 2010, verzia 1
Kratke zhrnutie skusenosti s realizaciou:

V prostredi programu GeoGebra pracujem priblizne desat mesiacov. Tento
skolsky rok som zacala realizovat vyucbu s vyuzitim GeoGebry. Zaklady
prace nerobili mojim ziakom Ziadne problémy. Program je nenéro¢ny, je intu-
itivny. Uéim ziakov byt pozornymi k tomu, ¢o im pocitac "pise", a o tom je aj
praca s GeoGebrou. Deviataci, ktori sa prvykrat stretli s tymto programom,
velmi radi pracovali s videosekvenciami. Ich vykresy su zverejnené v ich
priestoroch Windows Live, ktoré uvadzam v zavere.

3. Zaver

V ¢lanku sme sa pokusili poukizat na jednu z moZnosti vyuzitia internetu
a IKT vo vyucovani matematiky na druhom stupni ZS vo vybranych kapi-
tolach geometrie. Vytvorené metodické listy, ktoré tvoria jadro prace, boli
priamo na hodindch matematiky ale aj informatiky so Ziakmi odskusané.

Na portali www.zborovna.sk zverejiiujeme videosekvencie pre pracu s
GeoGebrou. Tak sa tento vynikajuci softvér dostédva do povedomia SirSieho
okruhu ucitelov na Slovensku, o ¢om sveddcia aj diskusné prispevky na uve-
denom portéli. Podla névodu, ktory sme zverejnili na portali, mnohi nagi
Ziaci zvladli instalaciu a pracu s GeoGebrou si oblubili. Ich prace si vSetky
mozete pozriet nahttp://cid-3407d0cdf9abfede.skydrive.live.com/br
owse.aspx/.Public/GE0%20GEBRA/ZIACIY5E_2009%5E_2010

Vo vykresoch sa iste ndjdu aj chyby, ale program GeoGebra sa pri
vyucbe jednoznacéne osvedcil. Prinosom bolo, Ze ak Ziaci pracovali vo dvoji-
ciach, vzajomne si pomahali, ucili sa tak akceptovat nazory inych. PriebeZzne



GEOGEBRA na 2. stupni ZS 197

posielali e-mailom uditelovi svoje vykresy. Dostéavali od neho spéatna infor-
méciu, ¢o maju dobre, ¢o treba opravit, pripadne doplnit. Tiez v pripade
uc¢iva. Boli ochotni venovat svoj volny ¢as Studiu GeoGebry. Ziak potre-
buje byt uditelom pochopeny, vnimany ako partner, nie ako siper. Na
samotnych hodinach matematiky bolo takto realizované partnerské ucenie.

Do budicnosti planujeme vytvorit web stranku s appletmi GeoGebry pre
vyucovanie geometrie na druhom stupni 7S, kde je vizualizacia abstraktnych
pojmov z didaktického hl'adiska viac nez vitana. Na stranke tiez zverejnime
aj odporucania, ako sa vyvarovat zékladnych chyb pri praci s GeoGebrou
- prehliadanie informécii v ¢itanom texte, nespravne urcenie véizieb medzi
narysovanymi objektmi, zlé pripony pri ukladani stuborov. ..

Verime, Ze web stranka s appletmi GeoGebry bude ucitelom sluZit nielen

.....

spristupnili vytvorené materialy na internete a tak si vzajomne poméhali.
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Abstract. This paper deals with research on pupils’ attitudes towards mathe-
matics and its teaching. We study theoretical framework of attitudes and results
of our research. Mainly we focus on influences on pupils’ attitudes made by the
teacher and teaching - learning styles.

1. Uvod

V predkladanom ¢lanku pojednédvame o teoretickej koncepcii postojov Zzi-
akov k matematike, druhu vyskumov v tejto oblasti a analyzujeme vysledky
dotaznikového prieskumu postojov ziakov k matematike, ktory bol reali-
zovany v spolupréaci s Faculty of Education, University of Cambridge v
skolskom roku 2006/2007. Pritom sa v ¢lanku zameriavame na polozky
dotaznika, ktoré zistovali Ziakmi preferované $tyly ucenia a vyucovania ma-
tematiky a nazory Ziakov na podsobenie uditela matematiky. Uvedené fak-
tory boli zvolené na zaklade ich vztahu k samotnym postojom Ziakov k
matematike a k jej vyu€ovaniu (Yara, 2009). Dotaznik pouZity v ramci
prieskumu bol vytvoreny pocas stidie zaoberajtcej sa Struktdrou systému
postojov ziakov k matematike a k rieseniu matematickych problémov (De
Corte a Op’t Eynde, 2002). Uvedeny dotaznik bol upraveny za tcelom zis-
tenia jeho kompatibility v ramci pouzivania v réznych Statoch, konkrétne
Anglicku, Spanielsku a Slovensku (Andrews a kol., 2007a; Andrews a kol.,
2007b). Cielom dotaznikového prieskumu realizovaného na slovenskych
gkolach bolo otestovat vytvoreny néastroj a sucasne porovnat rozdiely v pos-
tojoch ziakov 5. a 9. roc¢nika 7S k vyucovaniu matematiky.
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2. Teoretickd koncepcia postojov ziakov k matematike

Pojem postoj zac¢al dominovat najméi v americkej socialnej psychologii,
kde sa mu medzi prvymi zacali venovat W. J. Thomas a F. Znaniecki v
diele Polish peasant in Europa and America (Polsky rolnik v Eurdpe a
Amerike). Tito autori chapali postoj ako "procesy individualneho vedomia,
ktoré sucasne determinuju aktualne aj potencionélne reakcie kaZzdej osoby
vzhladom k socialnemu okoliu" (in: Janousek, 1988). G. W. Allport (1935)
vo svojej definicii postoja, ktora sa oznacuje aj ako klasickd, chapal pos-
toj ako: "mentalny a nervovy stav pohotovosti, organizovany skisenostou,
vyvijajuci direktivny alebo dynamicky vplyv na odpoved individua vodci
vietkym objektom a situaciam, s ktorymi je v relacii." (in: Nakone¢ny,
1999).

Ini autori definuji postoje ako "trvalé sustavy pozitivnych alebo nega-
tivnych hodnoteni, emocionéalneho citenia a tendencii konania pre a proti
vzhladom na spolo¢enské objekty" (Krech, Crutchfield, Ballachey, 1968;
in: Nakonec¢ny, 1999). Podla Veselského sa spéajaju postoje s vnitornou
motivaciou. Postoj chape ako hodnotiaci vztah k ur¢itym predmetom, ¢in-
nostiam, myslienkam, Tudom, skupinam... Tento vztah sa zaklada na istych
poznatkoch, nazoroch o predmete postoja a sktsenostiach s nimi (Veselsky,
2005).

Vseobecne mézeme konstatovat, ze v literattre st najviac frekventované
3 typy definicii postoja (Zan a Di Martino, 2007):

1. Jednoduché definicia postoja ako pozitivneho alebo negativneho stupna
vplyvu spojeného s ur¢itym predmetom (McLeod, 1992).

2. Multidimenzionéalna (viaczlozkova) definicia uznéva 3 komponenty:
emocionalne reakcie, presvedéenie viazané k predmetu a spravanie sa

k predmetu (Hart, 1989; Ruffell a kol., 1998).

3. Bi-dimenzidlna (dvojzlozkova) definicia neobsahuje explicitne spréa-
vanie sa k predmetu, postoje st chapané ako schéma presvedceni a
emocii viazanych k predmetu (Daskalogianni a Simpson, 2000).

Problematika definicie postojov je aktuélne suc¢astou ich vyskumu. Stadie
tykajice sa postojov ziakov k matematike sa vyvijaji od vyskumov zam-
eranych na vztah medzi pozitivhymi postojmi k matematike a vykonom
ziakov (Neale, 1969), cez §tudie zamerané na problematiku merania posto-
jov (Kulm, 1980), meta-analyzu existujucich vyskumov (Ma a Kishor, 1997)
az po Studie, ktoré sa zaoberaji hlbsie samotnymi postojmi (Ruffel a kol.,
1998) a hladanim ich "dobrej" definicie (Daskalogianni a Simpson, 2000;
Di Martino a Zan, 2001, 2002) resp. hladanim sofistikovanych néstrojov na
zistovanie postojov (Hannula, 2002). (in: Polo a Zan, 2005)
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3. Dotaznikovy prieskum postojov ziakov 5. a 9.ro¢nika

Vyskum prezentovany v predkladanom ¢lanku moézeme zaradit do posledne;j
kategorie studii, kedZe sa jedna o tvorbu néastroja na zistovanie postojov,
aj ked dolezitou sucastou tvorby takéhoto nastroja je teoretickd koncepcia
postojov, preto sa dany vyskum tyka aj tejto oblasti. V ramci dotaznika
vyuzivaného v ramci vyskumu popisaného v ¢lanku bola ako teoretické vy-
chodisko multidimenzionalna koncepcia postojov, pricom jednotlivé zlozky
danej definicie st obsiahnuté v samotnej formulécii poloziek dotaznika. Viac
o procese tvorby daného dotaznika najde ¢itatel v ¢lankoch venujacich sa
vyvoju tohto nastroja pod nazvom Mathematics Related Beliefs Question-
naire (MRBQ) (De Corte a Op’t Eynde, 2002; Andrews a kol., 2007a; An-
drews a kol., 2007b).

Dotaznik skimal nasledovné oblasti:

e Postoje ziakov k matematike, k jej vyucovaniu a sebahodnotenie matem-
atickych schopnosti.

° Styly ucenia sa matematiky a nazor ziakov na Styl vyuCovania mate-
matiky ako skolského predmetu.

e Nazory na vplyv uéitela na postoje Ziakov k matematike.

Vzhl'adom na obmedzeny rozsah ¢lanku sa budeme venovat prave dvom
posledne spominanym oblastiam: u¢ebnym stylom Ziakov a nazorom Ziakov
k posobeniu uditela matematiky. Uvedené polozky boli do dotaznika za-
radené, aby sa ozrejmil vztah medzi nimi a postojmi Ziakov k matematike.
Samotného dotaznikového prieskumu sa celkovo ztcastnilo 204 Ziakov, z
¢oho 76 ziakov 5. ro¢nika a 128 ziakov 9. roc¢nika. Prieskum sa konal
na zakladnej gkole Alexandra Dubdeka na Majernikovej ulici v Bratislave.
Uvodna strana dotaznika obsahovala informéacie o dotazniku a jeho cieloch.
Obsahovala tiez zakladné informaécie o ziakovi a to pohlavie a vek. Dotaznik
bol zostaveny z jednotlivych poloziek v tvare Likertovej §kaly, na ktoré mali
ziaci odpovedat jednou zo 6 moznosti - silne sthlasim (1), sthlasim (2),
mierne sthlasim (3), mierne nesthlasim (4), nesuhlasim (5), silne nesth-
lasim (6). Dotaznik obsahoval 60 otézok, ktoré boli koncipované tak, aby
skimali zvolené oblasti.

Vysledky dotaznikového prieskumu (priemerné hodnoty skére ziakov v
jednotlivych polozkach) v poslednych dvoch oblastiach, ktorym sa venu-
jeme v ¢lanku, zobrazuju nasledovné obrazky. Pri ¢itani grafov treba mat
na pamaéti, Ze nizSie hodnoty znamenaji vys§iu mieru sthlasu s danou
odpovedou.
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V sekcii pasivne ucenie sme vyclenili 5 poloziek dotaznika. Porovnanie
priemernych hodnét piatakov a deviatakov ndm poskytuje obrézok 1.

Pasivhe uéenie Ziakov 5. a 9. roénika Z$
_ 6
S
g5 o
=3 -
(=]
4 8
2 w O
] ® pigtaci
=z =
= O deviataci
22
=
2
g1
=
o . : . . :
i} 1 2 3 4 5 5
polozky
Obrazok 1 - pasivne ucenie ziakov
Polozky:

1. Uc¢it sa matematiku je hlavne o tom mat dobrt pamét.
Je stratou casu, ked nés ucitel matematiky necha premyslat samostatne.

3. Existuje len jeden pristup na néjdenie spravneho rieSenia matematického
problému.

4. Dostat spravnu odpoved je doleZitejsie ako rozumiet preco je tato odpoved
spravna.

5. Z matematiky sa odda ucit len to, ¢o bude na pisomke.

Z grafu mozeme vycitat, Zze ziaci oboch ro¢nikoch sa prevazne priklanaju
k nézoru, Ze v matematike nejde o pasivne prijimanie informécii. Zaroven
si mozeme vS8imnit, Ze Ziaci 5. ro¢nika stuhlasia viac s ndzorom, Ze uéit sa
matematiku je hlavne o tom mat dobri pamét, ¢o moze byt spaté s tym, Ze
v trovni ich kognitivneho vyvinu sa Ziaci uc¢ia eSte mechanicky. Evidentne
ziaci 9. ro¢nika maju lepSiu predstavu o tom, Ze matematika mé rozvijat
najmé myslenie a Ze je podstatné rozumiet tomu, ¢o sa ucia.

Oproti pasivnemu uceniu sme vyc¢lenili kategoériu aktivne ucenie, ktorej
porovnanie priemernych hodndt odpovedi Ziakov 5. a 9. ro¢nika ndm posky-
tuje obrazok 2.
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priemerné hodnoty odpovedi

Aktivhe uéenie Ziakov 5. a 9. roénika ZS
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Obrazok 2 - aktivne ucenie Ziakov

Polozky:

N

S G

Kazdy c¢lovek musi tvrdo premyslat, aby vyriesil matematicky problém.

Mam rad, ked na matematike musim tvrdo pracovat, aby som dospel k
rieSeniu tlohy.

Ak sa dostato¢ne snazim, rozumiem tomu, ¢o sa na matematike uc¢ime.
Ulohy na precvi¢ovanie uc¢iva st velmi dolezité pre vyucovanie matematiky.
Cas straveny snahou o pochopenie postupu rieSenia je dobre vyuzity.
Diskutovat o roznych sposoboch rieSenia matematického problému je dobry
sposob udenia sa matematiky.

Myslim si, Ze je dolezité naucit sa viacero spodsobov rieSenia toho istého
matematického problému.

Som rad, ked je praca v triede pre miia vyzvou, takze sa méZem naudit nieco
nové.

Obrazok 2 nam potvrdzuje priklon ziakov k aktivnemu uceniu sa matema-
tiky, ¢o sa u ziakov 5. ro¢nika prejavuje vyraznejSie ako u ziakov 9. roc¢nika.
Deviataci prejavuju mens$i zaujem o pracu s naroc¢nej$imi prikladmi.

V dalgej ¢asti sa budeme venovat vplyvu uditela na postoje ziakov.
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Pozitivny vplyv uéitel’a
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Obrazok 3 - pozitivny vplyv ucitela na postoje Ziakov

Polozky:

1. Moj uditel si mysli, Ze nevadi, ked sa mylime, pokial sa zo svojich chyb
ucime.

2. Moj ucitel vysvetluje, preco je matematika dolezita.

w

Moj uditel nam vzdy ukéZe ako riesit problém krok za krokom, az potom
ratame tulohy na precviCovanie.

Moj ucitel sa snaZi, aby sa nam ucenie novych veci pacilo.
Moj ucitel chape naSe problémy a tazkosti s matematikou
Moj ucitel pozorne pocuva, ¢o povieme.

Na hodindch matematiky robime vela skupinovej prace.

® N> e

Moj uditel nam vzdy d4 ¢as na preskimanie nového problému a vyskuganie
roznych postupov rieSenia.

9. Moj ucitel oceni, ak sa velmi snazime, aj ked nase vysledky nie su také
dobré.

10. Moj uéitel je k nam priatelsky.
11. Moj uditel sa snazi urobit hodiny matematiky zaujimavé.

12. Mdj uéitel chce, aby sme chapali obsah matematiky v tomto roéniku.

Pozitivny pristup uditela evidentne vnimaju viac piataci ako deviataci. Pia-
taci maji vacsi pocit, Ze st k nim uditelia priatel'skejsi, laskavejsi a Ze sa
snazia, aby sa ziakom hodiny péacili. Deviataci maji vacsi pocit nepochope-
nia, ¢o savisi aj s ich psychickymi problémami v obdobi pubescencie.
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MNegativhy vplyv uéitela
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Obrazok 4 - negativny vplyv ucitela na postoje ziakov

Polozky:

1. Moj ucitel si mysli, Ze vie vSetko najlepSie.

2. Moj ucitel chce, aby sme si obsah matematiky v tomto ro¢niku len zapamé-
tali.

3. Moj ucitel sa nezaujima o to, ako sa na hodine matematiky citime.

4. Moj uditel je velmi "zaZzraty" do matematiky, nas si nevsima.

Z obrazku 4 mozeme usudit, ze ziaci nepocituji, zeby si ich ucitel na hodine
nevsimal. Deviataci maja vacsi pocit, Ze sa ucitel nezaujima o to, ako sa
na hodine matematiky citia.

Rozdiely spaté s vplyvom ucitela, ¢ uz pozitivnym alebo negativnym,
pravdepodobne sivisia aj s inym pristupom uditela k piatakom a k devi-
atakom.

4. Zaver

Ziaci piateho aj deviateho ro¢nika v rdmci vyskumnej vzorky si uvedomuji,
Ze matematika je predmet, v ktorom nejde len o pasivne prijimanie infor-
macii. Vacsiu aktivitu pri rieSeni problémov vSak prejavuju ziaci 5. roc¢nika,
ktori maja vac¢siu potrebu najdenia viacerych sposobov rieSenia prikladov a
pracu v triede povazuju za viacsiu vyzvu ako ziaci 9. ro¢nika.

Pozitivny pristup uéitela pocituju viac piataci ako deviataci, o modze
stavisiet aj s tym, Zze deviataci prechadzaji velmi komplikovanym biolog-
ickym i psychickym vyvinom. Vo¢éi uéitelovi si ovela kritickej§i a majiu
vacsi pocit nepochopenia z ucitelovej strany.
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Uvedené vysledky mozeme dat do stivisu s lep§imi postojmi piatakov k
matematike v porovnani s deviatakmi z vyskumnej vzorky (Vankuas, 2010).
Dané vysledky st v siilade s doterajsimi studiami v skiimanej problematike,
ktoré jednak ukazuja zhorSovanie postojov ziakov k matematike v priebehu
skolskej dochadzky (Ma a Kishor, 1997) a tieZ poukazuju na suvis medzi
postojmi k matematike, u¢ebnym Stylom a vplyvom uéditela (Yara, 2009).
Vysledky uvedené v ¢lanku predstavuji vyzvu na hl'adanie sposobov zlepgo-
vania postojov ziakov, napriklad cez aktivne Styly vyucovania a primerane
pozitivny pristup uditela matematiky.
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